DESCRIEREA SOLUTIILOR, OLIMPIADA NATIONALA DE INFORMATICA,
LOT SENIORI 1

COMISIA STIINTIFICA

ProBLEMA : BENZI

Autor: Stud. Liviu-Mihai Silion

Subtask 1 (7 puncte). Pentru N,Q <5 000 putem face brute force pentru fiecare query.

Subtask 2 (9 puncte). Putem construi un arbore de intervale unde fiecare nod va tine numarul
de benzi, lungimea si culoare pentru cea mai lungd bandd si pentru prefix/sufix. Avem nevoie
sd implementdm doar functie pentru Query pentru arborele de intervale.

Subtask 3 (5 puncte). in acest caz putem actualiza unul cite unul fiecare element al sirului
implementand functia Update pentru o pozitie pentru arborele de intervale.

Subtask 4 (10 puncte). Functia de Update trebuie modificata astfel incat si suporte operatia
clasica de Lazy Propagation cu o singura valoare.

Subtask 5 (11 puncte). Pentru fiecare valoare lazy vom tine numarul patternului si offsetul de
la care incepe intervalul fatd de pattern. Astfel, putem calcula valoare propriu-zisa dintr-un
nod lazy dacd un pattern se repeta de mai multe ori in O(1) combinand tot patternul repetat de
mai multe ori in O(1), un prefix si un sufix al patternului. In cazul in care patternul este mai
mic decat intervalul desemnat de nodul lazy, ne va trebui raspunsul pentru o secventa care nu
este nici prefix si nici sufix. Acest lucru poate fi facut in timp constant cu precalculare bruta in
O(M?) pentru acest subtask. In total avem O(N + M? + Q - logN)

Subtask 6 (27 puncte). Vom folosi un alt arbore de intervale pentru a afla raspunsul pe
subsecvente ale patternurilor. Complexitatea va deveni O(N + M + Q - logN - logM). Solutiile in
O(Q-sqrt(N)) sau cu treapuri vor trece cel mult acest subtask.

Subtask 7 (31 puncte). De fapt ceea ce ne dorim este O(1) pentru fiecare query pe patternuri,
pentru ca avem O(Q - logN) query-uri. Dacd operatia de combinare a doua stari ar fi fost
idempotenta, am fi putut inlocui arborele de intervale cu RMQ.

Varianta 1 (Tamio-Vesa Nakajima). Redimensiondm sirul a astfel incét sd fie putere de 2.
Atunci, fiecare nod din arborele de intervale va corespunde unui interval cu lungime putere de
2. Deci, mereu cdnd vom avea nevoie de query pe o subsecventa dintr-un pattern, lungimea va
fi putere de 2 si va fi de ajuns sa precalculam din fiecare pozitie raspunsul pentru puteri de 2.

Varianta 2. O variantd ar fi sd folosim structuri de date cu query in timp constant ce functioneaza
cu orice operatie asociativd. Doua astfel de structuri sunt Disjoint Sparse Table (cu O(1) per
query si build in O(M - logM)) si Sqrt Tree (cu O(1) per query si build in O(M -log - logM)).
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PrROBLEMA : APA

Autor: Tamio-Vesa Nakajima

Subtask 1 (8 puncte). Putem folosi un algoritm de tip brute-force. Pentru un lant de la u la v,
luam toate nodurile individuale si pentru fiecare nod de pe lant putem vedea cate noduri vor
avea aceeasi greutate.

Vom considera nodul 1 ca fiind rddédcina arborelui. Ne calculdm s; ca fiind méarimea subar-
borelui in jos pentru nodul i. Astfel, vom avea mai multe cazuri in functie de pozitia nodului:

(1) dacd un nod nu are niciun fiu care sa faca parte din lant, atunci greutatea acestuia va fi
Sis

(2) dacd un nod are un fiu care se afld in lant si un tatd care face parte tot din lant, atunci
greutatea acestuia va fi s; — Sfius

(3) dacd un nod are oricati fii care sd facd parte din lant si nu are un tatd care sa faca parte
din lant, atunci greutatea acestuia va fi N — S unde S este suma de s¢;,, pentru fiecare
fiu al nodului i care face parte din lant.

Avand greutdtile calculate pentru fiecare nod, putem sa le inmultim cu inaltimile core-
spunzatoare si sa facem suma. Aceasta solutie are complexitatea O(N - Q)

Subtask 2 (6 puncte). Ca si la solutia anterioard, ne vom construi raspunsul folosind sirul s;.

Fie x, v si h unul dintre query-uri. Ca sd satisfacem primul nod din lant, in cazul nostru
radddcina, vom considera cd in tot arborele turnam h litri de apd. Suma va fi initializatd astfel cu
N -h.

Continudnd cu urmatorul nod de pe lant, x’, vom vedea cd acesta are h litri cand ar trebui
sd aiba turnati doar h — 1. Asadar, din suma vom scddea s, . Practic, din tot subarborele lui x’,
vom scoate un litru, iar nodurile din influenta lui x” vor avea acuma h — 1 litri. Coninuind cu
urmdtorul nod de pe lant, x”, acesta va avea volumul & —1 cand ar trebui si fie h — 2, deci din
subarborele acestuia vom mai scidea s, si tot asa.

Putem deduce astfel urmatoarea formula:

N=#(h+1)-) s; unde i este fiecare nod de pe lantul de la x la y.

A se nota cd am inceput prin a turna h + 1 litri in toate nodurile pentru a avea o formula in
care nu excludem primul nod din lant. Informatia esentiald pe care ne-o ofera aceasta formula
este faptul cd putem construi fragmente de lant care sa respecte cerinta problemei folosind
suma de s; pe lant. in particular, Y s; va reprezenta rispunsul problemei cu query-ul de la x la
y unde turndm 1 litru de apd in nodul x, 2 litri de apa in nodul x’, 3 litri de apa in nodul x”
s.a.m.d. Dacd punem minus in fata sumei, atunci vom avea o progresie descrescdtoare. Pentru a
ne ajusta suma sd inceapd cu o anumitd constanta, putem adauga N - x.

Un alt lucru important este faptul ca trebuie sa ne mutam capatul y al lantului in sus, astfel
incdt sd nu ajungem sd turnam capacitati negative de apa in noduri. Pentru asta, putem folosi
un algoritm dfs in care mentinem o stiva cu toate nodurile de la raddcind panad la nodul curent,
iar daca h este mai mic decdt marimea stivei, atunci ne vom folosi de stivd ca sd aflim usor cum
sd mutdm capatul p.

Aceasta solutie are complexitatea O(N + Q).

Subtask 3 (12 puncte). Ne vom calcula, ca si la subtaskul anterior, acea suma pe lanturile de
la raddcina pédna la fiecare nod pe care o vom nota cu S,,,;. Astfel, daca vrem sa facem rapid
suma de s,,; pe un anumit lant de la x panad la y (vom considera pentru acest subtask cd nodul
x este un descendent de-al lui y), vom face S, — S, unde y’ este tatal lui y.

Volumele de la x la y vor fi in ordine [, [-1,1-2, ..., 1, unde I este lungimea lantului. Trebuie
sd mai facem niste ajustdri manuale, deoarece momentan avem apa doar in subarborele lui y,
dar toate nodurile din afara acestui subarbore au volumul 0. Pentru a egaliza cantitatea de apa
dintre nodul p si celelalte noduri din afara acelui subarbore, putem scddea 1 din toate nodurile
din subarborele lui y. Astfel, suma pe care o avem pdnd in acest moment este S,—S,/—s, = 5, =S§,,.

In acest moment, lantul are o progresie aritmetica de la I — 1 pani la 0, iar toate nodurile din
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afara lantului vor avea aceleasi volume ca si nodurile asociate lor din lant. Trebuie doar sa
afldm ce volum ar trebui sa aiba nodul vy, fie acesta H, putem ajusta progresia aritmetica, iar
rdspunsul va fi 5, - S, + N - (H).

Ca si la solutia precedentad, trebuie sa avem grija sd mutadm capdtul y in caz cd h este mai mic
decét lungimea lantului.

Subtask 4 (61 puncte). Pentru acest subtask, vom folosi acelasi proces ca si la urmatorul sub-
task, doar ca vom folosi structuri de date sau alti algoritmi precum Heavy-light Decomposition,
sau Centroid Decomposition in complexitate O(N - logN -logN)

O alti solutie posibild ar fi folosirea algoritmului lui Mo pe arbore cu o complexitate O(N-v/Q).
Aceastad solutie nu are nevoie de formule, dar este semnificativ mai complicatd decdt solutia de
100 de puncte. O problemad a acestei solutii este faptul cd intr-un query, structura de date pe
care o folosim pentru a calcula raspunsul exclude si stramosul comun, deci acesta va trebui sa
fie adaugat artificial.

Subtask 5 (100 puncte). Folosind subtaskurile 2 si 3, putem calcula orice lant unde unul din
noduri este stramos al celuilalt nod. Raimane sa vedem cum se transforma formulele atunci
cand avem un lant diferit de cele din subtaskurile 2 si 3.

Vom impadrti lantul in doua sectiuni: de la nodul x pdnad la L si de la L pdnd la y, unde nodul
L este stramosul comun al nodurilor x si y. Ce dorim acuma este sa gasim o formulad astfel incat
sd producem un lant ce are o progresie aritmetica.

Pentru lantul de la x la L, putem aplica formula S, — S;. Aceasta va modela o jumadtate de
lant cu volumele de apa Ix—1, Ix—2, ..., 0 (prin Ix am notat lungimea lantului de la x la L).

Pentru lantul de la L la y, asemdndtor, putem folosi S, — Sy si vom avea o progresie aritmeticd
de la 0 pand la Iy — 1 (prin /y am notat lungimea lantului de la L la y). Pentru a avea valori
negative, putem sd addugdm un minus in fata formulei: 5y - S,,.

Dacad insumdm cele doua valori, practic o sa avem lantul cu volumele de apa Ix -1, [x -2,
...,1,0,-1,-2,..., =(Iy = 1). Putem observa cd cei doi subarbori care se intdlnesc la L sunt
total independenti, deci formula este corectd. Pentru nodul L, volumul acestuia va fi 0, iar
toate celelalte noduri care nu se afld in niciun subarbore sunt initializate cu 0, deci formula
este corectd. Suma celor doud formule va fi (5, - S1) = (5L - §,) = Sy = §,. Ca si la solutiile
anterioare, este necesar sa aflam care este volumul pe care trebuie sd il aiba unul dintre noduri
si sd addugam d - N unde d este diferenta de volume. De asemenea, trebuie sd mutdm capatul y
in caz ca h este mai mare decat lungimea lantului.

Pentru a ne putea deplasa usor pe arbore, putem folosi tehnica de binary lifting (cunoscut si
sub numele de “smenul de la stramosi”) pentru a calcula stramosul comun a doua noduri sau
pentru a afla al k-lea stramos al unui nod. Complexitatea acestei solutii este O((N + Q) -logN).

Putem folosi si tehnici offline de a calcula stramosii comuni ai unui nod, ceea ce ar duce la o
complexitate O(Q-log*N).

PrOBLEMA : SIRDACIC

Autor: Stud. Liviu-Mihai Silion

Problema se reduce la a numadra cdte siruri sunt fard 2 elemente adiacente egale, considerdnd
numerele modulo k si ramdndnd doar de inmultit cu un factor dat de permutari cu repetitii.

Subtask 3 (51 puncte). Ne vom utiliza de o dinamicd pe “componente”, construind solutia
adiugand pe rand valori noi. In continuare vom defini o componenti ca fiind o subsecventa
maximald cu toate elementele egale.

Suntem la o valoare v care apare de cnt ori in sir. Avem:

dp[i] =numadrul de siruri format din valorile curente care au i componente.

dp’[i] definit analog pentru siruri formate din valorile de pdnd acum, fdrd v.

La fiecare pas, va trebui sa vedem in cate componente j impartim cele cnt valori (Stars and
Bars), in cite moduri putem sparge I componente de pand acum, respectiv cum addugam j -1
componente la restul.



DESCRIEREA SOLUTIILOR, OLIMPIADA NATIONALA DE INFORMATICA, LOT SENIORI 1 4

Alternativ, ne putem defini dinamica dupa numarul de elemente adiacente egale. Atunci am
“desparti” elementele adiacente, si am avea recurenta (unde n numarul total de elemente ale
sirului pdnd acum si n” analog, dar fara valorile v)

dpli] = X; Xydp'li + (ent = ) =11 x (T3 x () x (o)

unde i este numarul de valori adiacente egale si cu rdspunsul in dp[0] dupd procesarea
tuturor valorilor.

Subtask 4 (100 puncte). Vom adduga naiv componentele noi, ignorand momentan faptul ca
ele vor genera conflicte unele cu celelalte. Obtinem urmadtoarea recurentd, cu mentiunea cd
dp[i] va numadra sirurile cu < i componente:

dpli+j]1=Y;dpli]x (751 % ()

Sd presupunem ca vrem sa numaram stringurile binare cu 4 de 1 si 4 de 0 care nu au doud
valori adiacente egale. Notam cu r; stringurile care au exact i componente.

rg 17 Tg s T4 r3 Ty
dp[8]= 2 6 18 18 18 6 2
dp[7]= 0 6 36 54 72 30 12
dp[6]= 0 0 18 54 108 60 30
dp[5]= 0 0 0 18 72 60 40
dp[4]= 0 0 0 0 18 30 30
dp[3= 0 0 0 0 0 6 12
dp[2= 0 0 0 0 O 0 2

Se observd cd insumand alternant dp[i], nu vom numadra decat valorile cerute. De fapt, solutia
problemei noastre va fi mereu dp[n]—dp(n—1]+dp[n—-2]—---.

Vom arata acest lucru folosindu-ne de perspectiva numadrarii elementelor adiacente egale
in locul componentelor. Avem dp[i] numarul de siruri cu > i elemente adiacente egale si r[i]
numadrul de siruri cu exact i elemente adiacente egale.

Observam ci in dp[i], vom numdra r[j],j > i de exact (}) ori, pentru ca noi in realitate am
numadrat sirurile privindu-le ca avand (alegdnd) doar i valori adiacente egale dintr-un total de j.

dplil=Ljsirljlx ().

Y aplitx -1y = Y=< Y elilx ()= Y rtjix Y
i>0 i>0 =i =) 0<i<j

r[0]x 0%+ 7[1]x 1%+ ... = r[0].

(1) 0= Y i o =

1 c
720
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