TABARA DE PREGATIRE SI SELECTIE A LOTULUI NATIONAL DE INFORMATICA
MALI 2023, SLATINA

DESCRIEREA SOLUTIILOR, BARA]J 3, JUNIORI

Z1UA 3 — PROBLEMA 1: TEATRU

Propusd de: Inst. Francu Citdlin, Clubul Nerdvana, Bucuresti

Fie Fy al N-lea numar al lui Fibonacci. Observam ca actul N are lungime Fy. Precalculdm
primele N numere Fibonacci.

Solutie in memorie Fy,: Pentru primele doud subtaskuri, putem pur si simplu crea prin
concatenare toate actele de la 11a N. Apoi tiparim subsecventa de la P la P 4+ L — 1 din actul
N. Aceastd solutie necesitd timp si memorie:

N+ N1+ N+ +EBh+F =Ko —1

si se va incadra in 128 MB de memorie doar pentru N < 38. La limitd, putem folosi si un
singur bit pentru fiecare literd (avand doar douad litere distincte); astfel aceastd versiune poate
rezolva si subtaskul 3.

Solutie in memorie Fy: Observam ca actele 2,3,..., N — 1 sunt sufixe ale actului N. De aceea,
putem folosi o singurad zona de memorie de Fy caractere in care construim, de la dreapta spre
stanga, actele 2,3, ..., N. Astfel memoria necesard este doar de Fy octeti, suficientd pand la
N < 40.

Solutie in O(N - L): P < K < P + L si calculdm replica de pe fiecare pozitie. Fie C(K, N)
replica de pe pozitia K din actul N. Putem defini aceste valori prin cazurile de bazd C(1,1) =
"A’, C(1,2) = 'D’ si recurenta:

C(K,N —2) dacds K< F,_»

C(K,N) =
( ) {C(K—FNz,N—l) daca K > F,_»

Diferenta intre subtaskurile 4 si 5 este ca pana la Fys = 1.836.311.903 putem opera pe int,
iar mai departe este necesar tipul long long.

Solutie in O(N + L): Cat timp intervalul [P, P + L) este complet inclus in actul N — 2 sau
N —1, reducem problema la acel act. Cind P si P + L se afla respectiv in actele N —2si N — 1,
reducem problema la a tipari un sufix al actului N — 2 si un prefix al actului N — 1.

Prefixul unui act N, dacd este mai scurt decat actul N — 2, se reduce la un prefix al acelui
act. Altfel prefixul constd din actul N — 2 in totalitate si un prefix al actului N — 1. Similar,
sufixul unui act N fie se reduce la un sufix al actului N — 1, fie la un sufix al actului N — 2 si
actul N —1 in totalitate. Cazul de bazd, dacd coboram suficient (eventual pana la actul 1), este
un act in totalitate (dacd sufixele si prefixele devin vide).

Intrucat la fiecare nivel al recurentei exista cel mult un prefix si un sufix, vor exista cel
mult N din fiecare. Pentru a tipari actele acoperite in intregime, le putem descompune naiv
(recursiv) pand la lungime 1, cu un efort total O(L). Pentru un plus de vitezd, putem precalcula
primele 10-20 de acte.



TABARA DE PREGATIRE SI SELECTIE A LOTULUI NATIONAL DE INFORMATICA MAI 2023, SLATINA 2

Alta solutie in O(N + L): S& inserdm (ipotetic) in fiecare act o bard verticald la locul conca-
tendrii. Acum, sd analizam replica 5 din actul 8 si sd o regdsim in actele anterioare. Am notat-o
cu X in loc de D, pentru usurintd.

Actul 8: DADAXDAD | ADDADDADADDAD
Actul 6: DAD|AXDAD

Actul 5: AX|DAD

Actul 3: A|X

Actul 2: X

Pornind din actul 8, am coborat de partea stdnga a barei si am ajuns la actul 6. De acolo
am coboréat de partea dreaptd a barei pana la actul 5, etc. Notdam astaca: 8 s 6 d 5 s 3 d 2.
Tiparim A sau D dupd acum actul final este 1 sau 2. Iata traseele replicilor 5-9:

Replica 5: 8 s 6 d5s 3d?2 -->D
Replica 6: 8 s 6 d5d 4 s 2 -->D
Replica 7: 8 s 6 d5d4d3s1 -->A
Replica 8: 8 s 6 d5d4d3d2 -->D
Replica 9: 8 d 7 s 5s 3 s 1 -—> A

Ca mod de constructie, observam ca pe stdnga coboram doud niveluri, iar pe dreapta
doar unul. Mai observam cd traseele a doua replici consecutive difera la ultimul moment
unde prima replicd coboard pe stanga, fix langa bard, iar a doua coboard pe dreapta. Asadar,
algoritmul construieste traseul primei replici ca pe o stivad cu actul cel mai mic la varf. Apoi,
de L ori,

e tipdreste caracterul corect;

e coboard in stiva pand la primul s;

e schimb3 s-ul in d;

e urcd in stivd, pe stdnga, din doud in doud niveluri, pand la 1 sau 2.

La prima vedere, pare cd algoritmul este O(NL). Totusi, sd analizim comportamentul stivei.
Daca la un moment dat ultimele directii sunt s d ... d, dupd trecerea la replica urmdtoare
directiile vor fid s ... s. Majoritatea trecerilor vor modifica doar ultimul element din stiva
din s in d. Recunoastem aici incrementarea unui contor binar, unde s = 0 si d = 1, care are cost
amortizat (mediu) de doud operatii per incrementare. Asadar, complexitatea totald este O(N)
pentru constructia stivei initiale, apoi O(L) amortizat.

Solutie alternativa (Prof. Ciurea Stelian): O solutie frumoasd din punct de vedere matematic
porneste de la observatia cd, pentru a k-a pozitie numarand de la dreapta, replica este "D’ dacd
si numai daca
L(k+1)¢] = [kp] =2,
unde ¢ = (1 ++/5)/2 este numarul de aur. Din pacate, implementarea directs, chiar si cu

long double, greseste ocazional din cauza erorilor de precizie. Ea poate fi dusd pand la 100 de
puncte cu gestionarea proprie a zecimalelor.

Z1UA 3 — PROBLEMA 2: CULEGERI

Propusi de: Stud. Pop loan Cristian, Universitatea Politehnicd din Bucuresti

In acest editorial vom analiza numai cerinta T = 2, incat prima cerintd este inclusd in
aceasta.

Solutie in O(2N - N): Aceastd solutie presupune generarea tuturor scenariilor posibile. In
fiecare zi, avem doud optiuni: sad crestem productia sau sad printdm culegeri. Fiind N zile, vor fi
O(2N) scenarii, iar apoi in O(N) putem simula fiecare scenariu. Putem reduce complexitatea


https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_word#Closed-form_expression_for_individual_digits
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la O(2N) dacd mentinem incremental stocul pe parcursul recursivitatii. Aceastd solutie va
obtine in jur de 15 puncte.

Solutie in O(N?): Putem construi urméitoarea dinamica:

dpli][j] = stocul maxim posibil de la finalul celei de-a i-a zi, dacd in j dintre zile am crescut
capacitatea de productie.

Relatia de recurenta va fi:

dpli][j] = max(dpli = 1][j] + (k + j),dp[i = 1][j = 1]) — [

dpli — 1][j] + (k + j) reprezinta solutia in care printdm culegeri. Plecam de la o solutie cu
capacitatea de productie k + j (deci in j dintre zile am crescut productia) si printam k + j
culegeri.

dp[i — 1][j — 1] reprezinta solutia in care decidem s& crestem capacitatea de productie, fard
sd modificam stocul. Numadrul de culegeri din stoc va fi egal cu cel de la ziua precedenta.

La final, va trebui sd scddem c[i] din aceastd sum4, fiind obligati sd livram c[i| culegeri. Se
poate obtine o valoare negativa. In acest caz, este imposibil si obtinem o solutie validi pentru
perechea (i, ]), si nu va fi folositd in crearea altor solutii.

Stocul maxim de la finalul celei de-a i-a zi va fi

Si = max(dpl[i][0], dp[i][1], ..., dp[i][i])

O optimizare care se poate aduce acestei solutii este aceea cd nu este necesard crearea unei
matrici, ci doar péstrarea a doud linii. Observam ca linia dp[i] este calculata strict pe baza
valorilor de pe linia dp[i — 1], deci putem reduce memoria utilizatd. O astfel de solutie va
obtine in jur de 50 de puncte.

Solutie in O(N): Una dintre observatiile de la care pleaca aceastd solutie este aceea cd
investitiile (adicd cresterea capacitdtii de productie) trebuiesc facute cat mai devreme posibil.

O altd observatie este cd nu toate investitiile pot fi profitabile. De exemplu, este inutil sa
investim in ultima zi. Pe caz general, dacd putem produce K culegeri, nu are sens sa investim
de la ziua N — K incolo.

O ultima observatie este aceea cd noi putem simula un scenariu in care decidem sé investim
la ziua i. Daca stocul nu a ajuns niciodata negativ, atunci investitia este buna. Altfel, suntem
obligati sa renuntdm la ea (si sd privim progresul fabricii ca si cAnd aceasta investitie nu s-a
facut niciodata).

Avand in vedere cele de mai sus, pornim cu urmadtoarea solutie: construim o stiva cu zilele
in care investim. Presupunem cad vom face orice investitie care are potentialul s fie profitabild
— deci la ziua i vom investi dacd este posibil si vom addauga ziua i pe stiva.

Daca stocul ajunge negativ, suntem obligati sd renuntam la investitii. Atunci, vom elimina
investitiile una cate una de pe stiva si vom modifica stocul. Dacd ne aflam la ziua 7, si elimindm
o investitie facutd in ziua j, vom pierde i — j zile in care am avut productia k 4 1, iar in ziua j
vom produce k. Deci, vom céstiga (i —j+1) -k — (i — j) - (k+ 1) culegeri, adicd k — (i — j).

Daca o investitie s-a dovedit a fi profitabild, nu are cum sé fie scoasa de pe stiva - deoarece
se garanteaza ca existd o solutie. Astfel, putem face acest proces zilnic (presupunem ca putem
investi si renuntdm la investitii daca este nevoie), iar la final vom avea stocul maxim pentru
ziua N.

Pentru a obtine stocul maxim pentru celelalte zile, putem merge inapoi - de la ziua N la ziua
1. Stim pe baza solutiei pentru ziua N cad avem pe stiva singurele investitii care merita facute (o
solutie pentru ziua i nu va avea investitii diferite de solutia pentru ziua N). Asa cd, pe mdsurd
ce ne ,Intoarcem” in timp (iteram cu i de la ziua N — 1 spre ziua 1), renuntdm la investitiile
care devin neprofitabile (in loc sd avem ultima zi N, acum ultima zi este 7 - potentialul profit
va scidea).

Aceasta solutie va obtine 100 de puncte. Alte implementdri pot construi un vector cu
investitiile facute, iar apoi cduta ternar incepand cu ce investitie sa renunte, obtindnd punctaje
asemadnadtoare.
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Z1UA 3 — PROBLEMA 3: COUNTALL

Propusi de: Stud. Bogdan Vlad Mihai, Facultatea de Matematici si Informaticd, Universitatea Bucuresti

Pentru a rezolva problema, vom imparti perechile de numere prime intre ele in trei categorii:

e perechi formate din doud numere care deja sunt fixate in sir;
e perechi formate din doud numere care inlocuiesc doud valori de 0;
e perechi formate cu un numar fixat si un numadr care inlocuieste un 0.

O primad observatie importantd este cd fiecare pereche de pozitii apare de acelasi numar de
ori in toate sirurile care se pot forma. Pentru simplitate, vom nota cu Z numadrul de valori de 0
din sir si cu R numarul de valori fixate din sir.

Solutie in O(N? - logM + M? - logM): Vom calcula numérul de perechi de valori prime intre
ele, unde ambele numere sunt fixate in sir. Acest numar se poate calcula usor daca fixam
fiecare doud numere din sir si facem cel mai mare divizor comun al lor. Vom nota acest numar
cu fixedPairs. Aceste perechi vor apdrea in fiecare sir care se poate obtine, deci, trebuie sa
inmultim fixedPairs cu MZ.

Notdm cu freePairs numdrul de perechi de numere prime intre ele, unde ambele numere
inlocuiesc doud valori de zero din sir. Acest numar se poate calcula usor in O(M? - logM).
Aceste perechi contribuie la toate sirurile care au Z — 2 valori de zero si restul de valori fixate.
Trebuie sa tinem cont si de pozitiile pe care asezam numerele din pereche. Prin urmare,
freePairs trebuie inmultit cu Z - (Z —1)/2- M?72.

Notam cu combinedPairs numarul de perechi formate dintr-un numar fixat si o valoare de
zero din sir. Acestea apar in toate sirurile cu Z — 1 valori de zero, deci, acest numar trebuie
tnmultit cu M?~1. Z.

Solutie in O(M - 2F - F + M - logM): Pentru solutia complets, este nevoie si calculdm valorile
fixedPairs, freePairs si combinedPairs mai rapid.

Pentru inceput, vom calcula phi; ca fiind numarul de valori mai mici sau egale decat i care
sunt prime cu i. Acest sir se poate calcula folosind un ciur in O(M - logM). Acum, freePairs
este egal cu 1+ Y™, 2 phi;.

Pentru a calcula fixedPairs si combinedPairs vom folosi principiul includerii si al excluderii.
Ne vom concentra pe calcularea fixedPairs, de vreme ce combinedPairs se calculeazd intr-un
mod asemdnator.

Pentru un numadr fixat x, vom retine o listd cu numerele prime distincte care apar in
descompunerea sa in factori primi. Observam ca dimensiunea aceste liste este foarte mica; mai
exact, ea poate sa aiba cel mult 7 elemente. Vom incerca sd calculam pentru fiecare numar
din sir, numadrul de numere din stdnga sa cu care nu este prim (si vom nota acest numar cu
badPairs).

Asadar, pentru fiecare submultime nevida a listei de factori primi distincti, va trebui sa
addugdm, respectiv sd scddem din badPairs (in functie de paritatea cardinalului submultimii)
fTsubset, unde frgpser este numadrul de numere din sir din stdnga numadrului pe care il procesam
care contin numerele din subset in descompunerea lor in factori primi. Conform principiului
includerii si al excluderii, trebuie sd scidem f7,;5.+ daca subset are dimensiune pard, respectiv
sd adaugam fry,psr dacd subset are dimensiune impard. La final, trebuie sd addugam i —
badPairs la fixedPairs.

Detaliile in ceea ce priveste calcularea rdspunsului (dupd calcularea fixedPairs, combinedPairs
si freePairs) sunt aceleasi cu cele de la subtask-ul anterior.

Complexitatea finald este O(M - 2F - F + M - logM).

EcHira

Problemele pentru aceastd etapa au fost pregitite de:

e Prof. Panaete Adrian, Colegiul National ,A.T. Laurian”, Botosani
e Prof. Serban Marinel, Colegiul National ,,Emil Racovita”, Iasi
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Prof. Nodea Gheorghe Eugen, Colegiul National ,Tudor Vladimirescu”, Targu Jiu
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Prof. Lica Daniela, Centrul Judetean de Excelentd Prahova

Prof. Costineanu Raluca, Colegiul National ,Stefan cel Mare”, Suceava

Prof. Cerchez Emanuela, Colegiul National , Emil Racovita”, lasi

Prof. Bunget Mihai, Colegiul National , Tudor Vladimirescu”, Targu Jiu

Prof. Boian Flavius, Colegiul National ,Spiru Haret”, Targu Jiu

Prof. Szabo Zoltan, Inspectoratul Scolar Mures

Inst. Francu Catalin, Clubul Nerdvana, Bucuresti
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