TABARA DE PREGATIRE SI SELECTIE A LOTULUI NATIONAL DE INFORMATICA
MALI 2023, SLATINA

DESCRIEREA SOLUTIILOR, BARA]J 2, JUNIORI

Z1UA 2 — PrROBLEMA 1: BOssFIGHT

Propusd de: Stud. Tulbd-Lecu Theodor Gabriel, Universitatea Politehnici din Bucuresti

Notam cu x o pozitie din sir si cu P, valoarea de la pozitia x.

Solutie in O(N3): O prima solutie consta in verificarea tuturor tripletelor de numere posibile
si numadrarea celor valide. Aceasta solutie ar trebui sa obtind in jur de 11 puncte.

Solutie in O(N?log N): Plecim de la solutia precedents, in care selectdm toate tripletele de
numere (¥, y, z) cu proprietatea cd x <y <z, Py < P, < P; si Py + P, + P, < S. Observam ca
odatd cu selectarea pozitiilor x si y, putem alege orice valoare P, din dreapta lui y cuprinsa
intre [P, 41,5 — Py — P,] (sau similar pentru y si z fixate, iar x determinat). O solutie bazata
pe aceastd idee poate obtine de la 38 de puncte in sus, in functie de implementare.

Arbore Fenwick (AIB). Iteram prin fiecare boss central, de la stinga la dreapta. Pe masurd ce
facem asta, mentinem o colectie cu bosii din stinga centrului. Pentru un centru fixat y, iteram
prin fiecare boss din dreapta, z. Pentru fiecare pereche (y,z) cu Py < P, un boss corect din
stinga trebuie sa aibd puterea cel mult egald cu (P, — 1) si cel mult egala cu (S — P, — P;).
Dupad ce termindm de procesat centrul y, addugam P, la colectie si trecem la centrul y + 1.

Cum implementdm colectia? Avem nevoie de o structurd care sd admitd in O(log N)
operatiile (1) adauga o putere la colectie si (2) raporteazd numarul de puteri mai mici sau
egale cu un P dat. Un AIB atinge acest scop, cu observatia ca puterile pot fi 10?, deci trebuie
normalizate. O tehnicd simpld de normalizare le tine sortate intr-un vector. Prin diferenta
(S — Py — P;) pot lua nastere si valori care nu sint printre cele N puteri date la intrare. Pe
acestea le cautam binar in vectorul sortat de puteri.

O optimizare care scade timpul de rulare cu circa 40% porneste de la urmatoarea observatie.
Dacd P, —1 < § — P, — P, atunci stim ca valoarea care ne limiteaza este Py —1 si nu mai este
nevoie s cautdm binar pozitia lui (S — P, — P;) printre puteri.

Citutare binard. Putem mai intai sd selectam valoarea de la mijloc (y), iar apoi sortdm crescator
secventa de valori din dreapta lui y. Pentru orice x din stdnga, putem cduta binar cea mai
mica (P,1), respectiv cea mai mare (P,;) valoare pe care o poate lua P,. Numadrul de solutii
pentru z este egal cu numarul de valori din sir cuprinse intre z; si z.

Diverse optimizdri se pot face la acestd solutie. Odata cu mutarea pozitiei y, valorile din
dreapta nu trebuiesc sortate din nou. In schimb, se poate adduga / sterge direct valoarea
care este afectatd de modificarea pozitiei y in complexitate O(N). Aceastd solutie ar trebui sa
obtina pand la 78 de puncte.

Solutie in O(N?): Plecdm de la solutia precedentd, in care mai intdi setim valoarea y, apoi x,
iar la final cautam binar valorile posibile ale lui P,. Motivul pentru care este nevoie sd cautdam
binar este acela ca valorile lui Py alterneazad. Dar dacd am sorta crescdtor valorile posibile
ale lui Py, respectiv valorile posibile ale lui z, atunci am putea identifica tripletele folosind o
tehnicd de tipul ,two-pointers”. Pe masurd ce crestem valoarea lui Py, vom scddea valoarea lui
P.

Pornim initial cu vectorul de valori posibile ale lui x care va contine strict prima valoare
din sir, in timp ce vectorul de valori posibile ale lui z va contine ultimele n — 2 valori din sir,
sortate crescator. Plecdim cu y de pe pozitia a doua, si calculdm toate tripletele posibile cu
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tehnica prezentatd mai sus. Apoi, cand trecem la y pe pozitia a treia, stergem aceastd valoare
din vectorul de valori posibile ale lui z, si inseram valoarea de pe pozitia a doua in vectorul
de valori posibile ale lui x. Putem face stergerea si inserarea naiv, in O(n). Nu este nevoie sd
cdutdm solutii mai eficiente, intrucét tehnica , two-pointers” necesitd oricum O(n). Repetdm
acest proces pentru fiecare valoare posibild a lui y.

Aceastd solutie, cat timp este implementatd eficient, ar trebui sd obtind 100 de puncte.

ZI1UA 2 — PROBLEMA 2: VEVERITE

Propusi de: Prof. Adrian Panaete, Colegiul National ,,August Treboniu Laurian”, Botosani

e Pentru N = 3 avem 2 trasee.
e Pentru N = 5 avem 16 trasee.

e Pentru N = 7 avem 564 trasee.

e Pentru N = 9 avem 93866 trasee.

Solutia pentru toate subtask-urile este backtracking. Se genereaza prin backtracking toate
traseele lui Chip in ordine lexicograficd avand grija ca pentru orice mutare face Chip sa
consemndm si mutarea simetricd fatd de centrul matricei pe care o face Dale. Punctajele
obtinute depind de modul in care se implementeaza backtracking-ul dupd cum urmeaza.

Solutie bactracking neoptimizat. Se considerd o matrice in care vom marca pozitiile prin
care a trecut una dintre veverite. La fiecare moment verificim ce pozitii vecine celei in care
se gdseste Chip nu au fost vizitate si il mutam pe Chip acolo. Avem grija sa marcam drept
vizitate pozitia lui Chip si pozitia simetricd in care se gdseste Dale. Deoarece numadrul de
solutii este foarte mic pentru N < 7 cu aceastd abordare se vor obtine punctele corespunzatoare
subtaskurilor 1, 2, 3 si 4.

Solutie bactracking neoptimizat, dar oprit la pozitia maximad din query-uri. Este exact
aceeasi abordare de mai sus cu observatia suplimentara ca la fiecare solutie valida obtinuta
incrementdm un contor si la fiecare apel al functiei recursive de backtracking verificim daca
acel contor a atins pozitia maxima din toate query-urile (situatie in care returnam).

In acest fel nu vor fi generate toate solutiile, ci doar primele in ordine lexicografica de care
avem nevoie pentru a raspunde la intrebdrile din test.

Aceastd abordare rezolva subtask-urile 5 si 6.

Backtracking optimizat. Pentru a rezolva subtask-ul maxim vom implementa in alt mod
backtracking-ul. In loc si folosim o ,,matrice de vizitare”, vom construi initial o matrice in care
vom consemna numdrul de vecini nevizitati. Astfel pozitiile din colt vor avea 2 vecini, celelalte
pozitii de pe liniile si coloanele exterioare 3 vecini, iar restul pozitiilor vor avea 4 vecini. In
momentul in care una dintre veverite va pleca dintr-o pozitie, numarul vecinilor acelei pozitii
va deveni 0 iar numadrul vecinilor pentru fiecare pozitie vecind nevizitata va descreste cu 1.

In acest mod vom putea controla daca o pozitie a fost vizitatd (are 0 vecini) sau nu.

O prima optimizare ar fi aceea cd, dacd o pozitie are la intrarea in ea un vecin marcat cu 2,
din pozitia curentd va trebui sd trecem obligatoriu in acel vecin (altfel nu s-ar mai putea ajunge
mai tarziu la acel vecin). Implementata ingrijit, aceastd optimizare este suficientd pentru a
obtine 100p.

A doua optimizare este mai subtild si se referd la situatia cand traseul nu va fi valid pentru
cd separd matricea in doua zone “neconexe” si astfel, dacad la un moment dat intrdm in una
dintre ele, cealaltd nu va mai putea fi parcursa.

Pentru a surprinde astfel de situatii, trebuie sa fim foarte atenti atunci cand traseul lui
Chip se gdseste la un moment dat pe o linie sau coloand exterioard. Pentru a nu , deconecta”
pozitiile nevizitate in zone inaccesibile una alteia, se poate observa ca pe pozitiile de pe prima
linie si In continuare de pe ultima coloand trebuie sd apara (dacd apar) in traseu strict in
ordinea de la Chip spre Dale. Similar pentru pozitiile primei coloane urmate apoi de ultima
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linie. Altfel se va crea o zond nevizitata in care Chip nu ar trebui sd intre, iar Dale nu mai are
cum sd intre dupd cum urmeaza:

e Pe de o parte, dacd Chip ar ajunge acolo, atunci el insusi ar avea traseul spre centrul
matricei blocat de propriul sd traseu.

e Pe de altd parte, Dale are deja blocat traseul spre acea pozitie de traseul curent al lui
Chip.

Z1UA 2 — PROBLEMA 3: ASHIMA

Propusi de: Prof. Bunget Mihai, Colegiul National ,Tudor Viadimirescu”, Targu Jiu

Solutie brutd 16p. Se parcurge matricea M pe diagonale, din stanga-jos spre dreapta-sus,

completind-o cu elementele sirului A. Apoi, pentru fiecare cerintd, se calculeazd suma

elementelor submatricei determinate de liniile /; si I, respectiv coloanele c; si c;.
Complexitate O(L-C+ Q- L-C)

Solutie brutd cu sume partiale 37p. Se parcurge matricea M pe diagonale, din stanga-jos
spre dreapta-sus, completand-o cu elementele sirului A. Apoi se calculeaza sumele partiale
pentru matricea M folosind recurentele SC; = SC; + M; j, M;; = M;; 1+ SC;, pentru fiecare
ie{l1,2,..,L}, je{1,2,..,C} unde SC; este suma elementelor pe coloana j pana la pozitia
curentd. Calculul sumei elementelor submatricei determinate de liniile I; si I, respectiv
coloanele c; si ¢y, se face cu formula My, ., — My, ¢, -1 — My 1,6, + Mp, 10,1

Complexitate O(L - C + Q)

Solutie optima 100p. Pentru a rdspunde la o cerintd, se determina pentru fiecare diagonala
stdnga-jos dreapta-sus a submatricei determinate de liniile /; si I, respectiv coloanele c; si cp,
suma elementelor de pe aceastd diagonald. Pentru aceasta se determind pozitia in sirul A a
primului si ultimului element de pe diagonald. Pentru a determina pozitia elementului M; ; in
sirul A, se afld cate elemente sunt situate pe diagonalele anterioare ale matricei pana la pozitia
acestui element. Sa notdm cu h, respectiv u, pozitiile primului, respectiv ultimului element de
pe o diagonald in sirul A. Atunci suma elementelor de pe aceasta diagonald a submatricei va
ti S, — Sp—1, unde am notat cu S, suma primelor n elemente din sirul A.
in functie de valoarea exponentului K, valoarea lui S, este:

e pentru K =0 avem S, = 2"1 —2;

e pentru K =1avem S, = 2" . (n — 1) +2;

e pentru K=2avem S, =2""!. (n2 —2-n+3) —6;

e pentru K =3 avem S, = 2" (n3 —3-n%+9-n —13) + 26.
Calculul acestor sume se poate face astfel:

e Pentru K = 0 avem S,, = 2 +22 + 2% + ... + 2", Inmultind aceasti relatie cu 2 obtinem
2.8, =22 423+ .. 42"+ 2"l Scizand din aceasta relatia initiald obtinem S, =
ont+l _ o

e Pentru K =1avem S, =1-2+2-22+3-22 4 ... 4+ n-2". Inmultind aceasti relatie
cu?2obtinem?2-S, =1-22+4+2-22+ .+ (n—1)-2" +n- 2" Scizand din aceasta
relatia initiald obtinem S, = n-2"1 -2 22— 2" = .20l _ (2nHl _2) =
2m . (n—1) + 2.

e Pentru K = 2 avem S, = 12-24+22.22 4+ 32.23 4 . 4 #?-2". Inmultind aceastd
relatie cu 2 obtinem 2-S, = 12.224+22.23 4+ (n—1)2.2" +n?. 2", Scizand
din aceasta relatia initiald obtinem S, = n%-2"*1 —1.2-3.22 —  — (2.-n—1) 2" =
n?.2mHl 2. (1.242.22 4 402" 424224 420 =p2. 20 2 (2L (n —
1) +2)+ (2" —2) =2"*1. (n2 —=2-n+3) — 6.

e Pentru K=3avem S, =13-2+23.224+33.23 4 4+ #3.2" Putem scrie S, =2-S, —
Sp=13.22423.28433.24 4 4 p3.20H —(13.2423.22433.23 4 482" =
2l —3.(12.2422.22432. 28 402 2")+3-(1-242-2243.254 . +n-
2M) — (2422 + 23 + ... 4+ 2") si se folosesc formulele anterioare.
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Complexitate O(Q - max(ly — 11 +c2 —¢1) - log(L - C))

Optimizare (prof. Adrian Panaete, Cdtilin Francu). O optimizare elegantd, dar care nu este
necesard pentru a obtine 100p, calculeaza puterile lui 2 in timp constant, eliminind factorul
logaritmic. Pentru fiecare dintre cele L 4+ C — 1 diagonale precalculdm puterea lui 2 necesara
pentru primul termen de pe acea diagonald (asadar pe prima coloand si pe ultima linie din
matrice). Cind avem nevoie de puterea 2¢ pentru cel de-al k-lea termen, inmultim puterea
precalculatd pe diagonala lui k cu 29, unde d este distanta dintre elementul k si primul element
de pe acea diagonald. Aceastd optimizare necesitd doi vectori de cite 200.000 de elemente, deci
1,6 MB de memorie.

Aceastd solutie poate fi impinsa mai departe pornind de la Mica Teoremd a lui Fermat,
care ne spune cd 2MOP~1 =1 (mod MOD). Asadar, pentru a calcula 2¥, putem incepe prin
a calcula k¥’ = k mod (MOD — 1). Astfel exponentul maxim va fi 1000000005 < 2%°. Acum
construim doi vectori de cite 2! = 32768 de elemente fiecare: ali] = 23278/ gj pli] = 2.
Atunci 25 = a[k’ /32768] x b[k' mod 32768]. Aceastd optimizare necesitd 2 x 32768 x 4 = 256
KB de memorie.
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