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DESCRIEREA SOLUTIILOR, BARA]J 1, JUNIORI

Z1UA 1 — PROBLEMA 1: PATRATE CU CIFRE PERMUTATE (PCP)
Propusd de: prof. Chesci Ciprian, Liceul Tehnologic ”Grigore C. Moisil”, Buziu

Brute force. O primad abordare, nu tocmai eficientd, ar putea consta in construirea tuturor
permutdrilor cifrelor numarului N si verificarea proprietdtii ca numarul obtinut sa fie patrat
perfect. Aceastd abordare presupune utilizarea unui mecanism de tip backtracking sau un
algoritm echivalent pentru generarea tuturor permutarilor si care poate fi optimizat prin
vectori de frecventa a cifrelor.

Solutie eficientd. O solutie eficientd constd in generarea tuturor patratelor perfecte mai mici
decat N. Pentru fiecare patrat perfect generat se va verifica daca cifrele sale coincid cu cifrele
numdrului N cu exceptia cifrelor de 0. Avand in vedere cd se cere si numarul acestora,
numerele cu proprietatea ceruta trebuie memorate intr-o structura de date adecvatd(vector) si
afisate ulterior fdrd a fi sortate deoarece au fost generate in ordine crescdtoare.

Ordinul de complexitate al solutiei este O(v/N * log(N)).

Solutie eficienta optimizata - prof. Adrian Panaete, student Gabriel Theodor Tulba-Lecu.
Se pot realiza urmatoarele optimizari:

e Se va construi un vector de frecvente, pe care-1 vom nota cu FR pentru cifrele nenule
disponibile generand succesiv toate patratele < VALMAX si verificdm la fiecare pas
daca vectorul de frecvente al pdtratului la care am ajuns coincide cu vectorul FR, caz in
care am descoperit o solutie.

e In locul efectudrii inmultirilor, pentru a genera patratele perfecte se pot utiliza adunari
folosind ideea ca n? =1+3+5+ ...+ (2n—1)

e Deoarece frecventa unei cifre este cel mult 14, putem simula vectorul de frecvente
utilizdnd un numadr pe 64 de biti.

Astfel fiecdrei cifre i se aloca cate 4 biti:
pentru cifra 1 - primii 4 biti,
pentru cifra 2 - urmatorii 4 biti,

pentru cifra 9 - ultimii 4 biti.

In total 36 de biti.

Incrementarea frecventei cifrei 1 se va realiza prin adunare cu 16°,
Incrementarea frecventei cifrei 2 se va realiza prin adunare cu 16!,

Incrementarea frecventei cifrei 9 se va realiza prin adunare cu 16°%,
Decrementarea frecventei cifrelor se va face similar (frecventa cifrei C se realizeaza
scdzand din numarul pe 64 de biti valoarea 16°~!

o Cat timp verificdm un pdtrat generat cu valoarea mai mica decit VALMAX (< numadrul
maxim ce se poate forma cu cifrele disponibile), frecventa cifrei 0 nu ne intereseaza.

e Vectorul de frecvente al unei valori (k + 1)? poate fi “recalculat” din vectorul de
frecvente al lui k? astfel: Parcurgem succesiv si simultan cifrele celor doud pétrate
incepand de la cifra unitdtilor si continudnd cu cifra zecilor, a sutelor, etc..

La fiecare ordin scidem frecventa cifrei la care am ajuns in k? si o crestem pe cea
de la (k + 1)? si elimindm cifrele respective. In acest mod, in momentul in care cele
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doua valori obtinute coincid am realizat transformarea vectorului de frecvente deoarece
cifrele rdmase neprocesate din cele doud valori k? si (k + 1)? coincid.

Solutie de 100 puncte - prof. Mihai Bunget. Se determina cifrele numarului N si se afla cel
mai mic numadr (A) si cel mai mare numadr (B) care se pot forma cu cifrele lui N. Se parcurg
valorile de la [v/A] la [V/B], iar pentru fiecare valoare x se determin cifrele lui x - x si, folosind
vectori de frecventd, se verificd dacd acestea coincid cu cifrele lui N. Optimizarea se produce
dacd observam céa in functie de restul impartirii lui N la 9 putem alege sd verificim numai
anumite valori ale lui x. Astfel, daca restul R al impartirii lui N la 9 este 0 trebuie sd parcurgem
doar numerele x divizibile cu 3, dacd R este 1 parcurgem numerele x ce dau restul 1 sau 8 la
impadrtirea cu 9, dacd R este 4 parcurgem numerele x ce dau restul 2 sau 7 la impadrtirea cu 9,
iar daca R este 7 parcurgem numerele x ce dau restul 4 sau 5 la impadrtirea cu 9. Aceasta se
explicd prin faptul ca restul impartirii unui patrat perfect la 9 poate fi doar 0,1,4 sau 7, iar acest
patrat perfect trebuie sd aiba aceleasi cifre cu N deci ambele vor da acelasi rest la impartirea
cu 9. Matematic restul impartirii unui numar la 9 este egal cu restul impartirii sumei cifrelor
sale la 9. Pentru afisarea solutiilor in ordine crescdtoare se sorteaza vectorul solutiilor.

Restul impadrtirii unui patrat perfect la 9 poate fi doar 0,1,4 sau 7. Deci daca N nu da unul
din aceste resturi la impdrtirea cu 9 se va afisa nu exista. Altfel, se va verifica dacd un patrat
perfect are aceleasi cifre cu N dar si acelasi rest la impartirea cu 9.

Z1UA 1 — PROBLEMA 2: EXCURSIE

Propusii de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.U.A.,
prof. Daniela Lica, Centrul Judetean de Excelentd Prahova

Observatie initiala: Fard a pierde din generalitatea rezolvdrii, consideram ca x < y, pentru
fiecare dintre cele Q excursii. Fie k satul pentru care se va obtine un cost total minim (in cadrul
unei excursii); pot exista mai multe astfel de sate k, Insd vom considera doar unul dintre ele,
din moment ce toate vor rezulta in acelasi cost total.

Observam ca: x < k < y (orice sat k, cu k < x, va genera un cost mai mare sau egal decat
satul x, de vreme ce, de exemplu, JOHN ar putea rdmane pe intreaga duratd a traseului in satul
x; similar rationdm si pentru orice sat k, cu k > y.).

Idee: Pentru fiecare excursie (x < y), considerdm fiecare punct posibil de intlnire k si calculdm

costul pentru a ajunge in punctul k din x si y. Pentru a ajunge dintr-o pozitie x in pozitia k,

unde x < k, trebuie ca toate caracterele din secventa x...k — 1 sa fie R. Pentru a ajunge dintr-o

pozitie y in pozitia k, unde y > k, trebuie ca toate caracterele din secventa k + 1...y sd fie L.
Vom precalcula urmatorii vectori:

e Pref[i]- numdrul de caractere L din secventa 1...i
e Suff[i]- numdrul de caractere R din secventa i...N

Costul pentru ca o excursie x < y sd se intdlneascd in punctul k (x < k < y) este:
cost(k) = Pref[k — 1] — Pref[x — 1] + Suf f[k+ 1] — Suffly + 1]

cost(k) = (Pref[k — 1]+ Sufflk+ 1)) — (Pref[x — 1] + Suff[y + 1])
Pentru claritate, notdm cu Value(k) = Pref[k — 1] + Suf f[k 4 1]. Deci, cost(k) = Value(k) —
(Pref[x — 1]+ Suffly +1]).
Facem urmatoarele 2 observatii:

(1) Value(k) nu depinde de valorile lui x si y.
(2) (Pref[x — 1] + Suff[y + 1]) nu depinde de valoarea lui k.

Mai concret, cost(k) este diferenta dintre o valoare prestabilitd (Value nu isi modifica
valoarea da la o excursie la alta) si o constantd. Cum Value diferd in functie de k, raspunsul
nostru este dat de valoarea minimd a lui Value(k).

Astfel, problema noastrd s-a redus la a afla k intre x si y, pentru care Value(k) este minim.

Existd mai multe abordari pentru a afla minimul dintr-un interval.
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Pentru determinarea optimd a minimului pe un interval, vom construi o matrice RMQ
(Range Minimum Query), care retine minimul pe intervale de lungimi puteri de 2, dupa care,
aflarea minimului pe orice interval (x,y) se obtine in O(1).

O altd variantd de calcul a RMQ, propusa de Citalin Francu, raspunde celor Q interogari
in timp total O(Qlog N), folosind memorie suplimentard doar O(N) in loc de O(NlogN).
Proceddm astfel:

(1) Ordondm excursiile descrescdtor dupd capatul sting.

(2) Trecem prin vector de la dreapta la stinga si, la fiecare pozitie x, addugam Value(x)
intr-o stivd de maxime ordonatd descrescitor. Asadar, Value(x) va elimina din virful
stivei toate valorile mai mici decit ea insasi.

(3) Dupé addugarea lui Value(x) in stivd, rdspundem la toate interogdrile care incep la
pozitia x. Pentru o interogare (x,y), rdspunsul este cea mai mare valoare aflatd in stiva
pe o pozitie mai mica sau egala cu y. Intrucit stiva este ordonata, putem cauta binar
acea valoare.

Z1uA 1 — ProBLEMA 3: F1

Propusi de: prof. lonel-Vasile Pit-Rada, Colegiul National Traian, Drobeta-Turnu Severin

Solutie in O(N°®): Un algoritm forta brutd stocheaza efectiv matricea de N x N elemente.
Apoi itereaza prin toate cele O(N*) combinatii de colturi stinga-sus si dreapta-jos ale unei
submatrice. Pentru o submatrice fixatd, algoritmul calculeazi in O(N?) suma submatricei.
Dacd suma este 1, atunci matricea contribuie la puterea punctului pe care il contine.

Dar trebuie sd rdspundem la intrebarea: despre care punct este vorba? Pentru a determina
in O(1) punctul continut, putem folosi un artificiu. In loc s stocdm in matrice valori 1, stocdm
valori distincte pentru fiecare punct: 1000, 1001, 1002... Atunci suma unei submatrice va fi
S € [1000,1999] daca si numai dacd ea contine exact punctul S — 1000.

Solutie in O(N*): Putem imbunatiti solutia de mai sus dacd stocdm sume partiale in locul
matricei propriu-zise. Atunci putem calcula suma oricdrei submatrice in O(1).

Solutie in O(N?): Continudm s& imbunatatim solutia de mai sus. Orice submatrice are o
primd si o ultimd coloand. S iteram prin toate perechile de coloane (S, D) si sd aflam toate
submatricele care se intind de la coloana S si pina la coloana D si care contin exact un punct.
Colectam, pentru fiecare dintre cele N linii, numadrul de puncte pe acea linie intre coloanele
S si D. Putem face acest lucru in O(1) per linie, fie folosind matricea de sume partiale, fie
actualizind aceste valori pe masurd ce coloana dreaptd D avanseaza spre dreapta.

Odatéa obtinuta lista de linii care contin puncte, pentru fiecare punct X care este singur
pe linie si care se numara printre cele P puncte de interes, puterea lui X creste cu L1 x Ly,
unde L; si L, reprezinta distantele pind la precedenta, respectiv urmatoarea linie care contine
puncte. Aceasta deoarece un dreptunghi care il contine pe X poate sa inceapa oriunde intre
linia anterioard care contine puncte (exclusiv) si linia lui X (inclusiv).

Solutie in O(Q - N?): Solutia de mai sus poate fi imbunatatitd. Pentru o pereche de coloane
(S, D) nu este nevoie sd iterdm prin toate liniile matricei. Putem s& iterdm prin cele Q puncte
si sd le colectam pe cele a caror coloand este cuprinsd intre S si D. Avind in vedere ci la fiecare
colectare dorim punctele sortate dupa linie, le sortdim o singura datd imediat dupa citirea
datelor. Apoi, ca mai sus, puterea fiecarui punct creste cu L1 X Ly, unde L; si L, sint distantele
pe linie pind la punctele anterior si urmator.

Remarcdm ca acest algoritm trateaza corect, fard cod suplimentar, cazul in care mai multe
puncte se afld pe aceeasi linie. Ele vor fi consecutive in lista ordonata si toate vor avea putere
0, céci fie Ly, fie L, vor fi 0.

Un beneficiu suplimentar al acestei solutii este cd nu mai construieste efectiv matricea, deci
consumul de memorie este O(Q).
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Solutie in O(Q? - N): Fata de algoritmul anterior facem urmétoarea observatie. Pentru o
coloand S fixatd, cind avansam de la coloana D la D + 1, dacd pe coloana D + 1 nu se afla
niciun punct, atunci puterea totald pe intervalul [S, D + 1] va fi egald cu puterea pe intervalul
[S, D]. De ce? S& ne amintim cd algoritmul colecteazd punctele de pe coloane aflate in acel
interval. Daca coloana D + 1 este goald, atunci lista de puncte colectate nu se modificd, deci
implicit nici puterea totald nu se modifica.

Rezulta ca D nu trebuie sa itereze prin toate cele (maximum) N coloane, ci doar prin cele
Q care contin puncte. Odatd calculatd puterea pentru o pereche de coloane (S, D), o putem
multiplica cu C, unde C este distanta de la D pind la urmdtoarea coloand care contine puncte.

Solutie in O(Q?): Putem proceda pentru coloana S exact cum proceddm in solutia anterioara
pentru coloana D. Asadar, S si D itereaza prin cele Q puncte. Odata calculatd puterea unui
interval [S, D], o multiplicdm cu C; x Cp, unde C; si C; sint distantele pind la punctul anterior
lui S, respectiv urmadtor lui D.

Solutie in O(P - Q?) (Citilin Francu): Putem calcula explicit puterea fiecarui punct in O(Q?)
per punct. Grupam punctele in benzi, dupa coloand. Apoi fixdm un punct X si iteram prin
perechi de benzi (i, j). Pentru fiecare pereche ne intrebdm: cite submatrice contin doar punctul
X, au coltul stinga-sus intre benzile i si i 4 1 si au coltul dreapta-jos intre benzile j si j +1?

Putem raspunde in (1) la fiecare intrebare, calculind raspunsul pentru perechea (7, + 1)
din raspunsul la perechea (i,j). Mentinem intinderea pe verticald a acestor dreptunghiuri.
Initial, pentru i = j = banda din care face parte X, intinderea este data de punctul anterior
si urmator lui X in banda sa (sau 0, respectiv N + 1 daca punctul X este primul, respectiv
ultimul in banda sa).

Cind trecem la urmatorul j, evaludm toate punctele din noua banda si, daca ele sint cuprinse
in intinderea curentd, restringem aceasta intindere.

Solutie in O(Q?log Q) (Citilin Francu): Solutia in O(Q?) este ineficientd deoarece, pentru
fiecare pereche de puncte (S, D), ea colecteazd naiv, in O(Q), punctele dintre acele coloane.
Dar dacd am putea sd mentinem interactiv aceastd colectie, cu efort doar O(log Q) pentru a
trece de la punctul D la D + 1? Dorim sa efectudm eficient operatiile:

(1) Actualizare: Adauga un punct la colectie.
(2) Interogare: Care este puterea colectiei?

(Nota: Pentru brevitate spunem ,puterea colectiei”. Formularea completad ar fi ,contributia
acestei colectii, dintre coloanele S si D, la puterile punctelor pe care le contine si care sint si
printre cele P puncte de interes”.)

Cum recalculdm puterea? Sa considerdm o colectie cu 4 puncte pe liniile A, B, C si D.
Atunci contributia lui B este (B — A)(C — B), iar contributia lui C este (C — B)(D — C). Acum
sd considerdm cd addugdm un punct pe linia X, iar colectia devine A, B, X,C, D. Trebuie
sd scadem vechile contributii ale lui B si C si sd addugdam noile contributii ale lui B, X si C.
Puterile celorlalte puncte din colectie nu se modificd, deci putem recalcula puterea in timp
constant.

Rezultd cd trebuie sd putem accesa in O(log Q) punctele anterior si urmdtor unui punct
dat. Putem implementa aceasta colectie cu diverse structuri de date. Solutia propusa sorteaza
punctele dupa linie. Apoi mentine un arbore Fenwick (AIB) de 0 si 1 in care bifeaza cu 1
indicii punctelor din colectia prezenta.

La addugarea unui punct in colectie, sd zicem cel cu indicele 17, vom interoga AIB-ul pentru
suma pind la pozitia 17. S& presupunem cd primim raspunsul 8, deci punctul tocmai inserat
este al 8-lea in ordine in colectia curentd. Atunci putem cduta binar in AIB pozitia pe care se
ating sumele 7 sau 9 pentru a afla pozitiile elementului anterior sau urmator.

Remarcdm ca o cautare binard in AIB, implementatd naiv, va face log Q calculdri de sum4,
fiecare cu costul O (log Q), deci va avea complexitatea O (log” Q). Dar ea poate fi implementati
siin O(log Q). Detalii aici. drive


https://codeforces.com/blog/entry/61364
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Lica Daniela, Centrul Judetean de Excelentd Prahova

Costineanu Raluca, Colegiul National “Stefan cel Mare”, Suceava
Cerchez Emanuela, Colegiul National “Emil Racovitd”, lasi

Bunget Mihai, Colegiul National “Tudor Vladimirescu”, Targu Jiu

Boian Flavius, Colegiul National "Spiru Haret”, Targu Jiu

Szabo Zoltan, Inspectoratul Scolar Mures

Inst. Francu Catalin, Clubul Nerdvana, Bucuresti

Stud. Tulba-Lecu Theodor Gabriel, Universitatea Politehnica din Bucuresti
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Prof.
Prof.

Marius Nicoli, Colegiul National “Fratii Buzesti”, Craiova
Lica Daniela, Centrul Judetean de Excelentd Prahova

Inst. Francu Cristian, Clubul Nerdvana, Bucuresti

Stud. Popa Bogdan loan, Facultatea de Matematica si Informaticd, Universitatea
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Comisia tehnica a fost formata din:

e Prof. Opritd Petru Simion, Liceul “Regina Maria”, Dorohoi
e Prof. Bolohan Mihai, Liceul “Regina Maria”, Dorohoi
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