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1 Introducere

Structurile de date sunt de multe ori foarte utile in multe contexte in programare, acestea dovedindu-se
a fi In special foarte puternice si esentiale in lucrul problemelor date la diverse olimpiade si concursuri
de informatica. Desi se pot vorbi foarte multe lucruri despre acest capitol, astdzi voi discuta despre
o structura de date care nu e la prima vedere foarte complicata fata de alte structuri de date mai
consacrate, dar care se dovedeste a fi foarte puternica in rezolvarea multor probleme de toate felurile.

Asa cum sugereaza si titlul, voi prezenta in acest curs padurile de multimi disjuncte, sau union-find,
denumire data dupa cele doud operatii principale pe care aceasta structura de date le ofera. Union-find
poate fi folosit cu mare usurinta pentru probleme de tipul acelora in care ni se cere sa aflam pe parcurs
ce valori sunt legate intre ele printr-o relatie, presupunand ca relatiile dintre valori se adauga treptat.
Pe parcurs se vor remarca diverse optimizari, precum si diferitele clase de probleme 1n care se poate
folosi o asemenea structura de date.

Pentru usurarea explicatiilor, vom presupune ca avem o situatie ipotetica in care avem n prieteni si
ni se dau operatii in care fie doua persoane devin prietene, fie trebuie sa decidem daca doua persoane
apartin aceluiasi grup de prieteni.

2 Definirea operatiilor si functionalitatii structurii de date

’

2.1 Fundamente

Pentru a reprezenta datele, vom tine intr-un vector dimensiunea fiecarei multimi, iar intr-un alt vector
vom tine pentru fiecare pozitie, nodul reprezentativ corespunzator grupului de prieteni din care face
parte, la inceput fiecare nod fiind reprezentantul lui insusi.
// vectorii rad si card sunt de dimensiunea n+1
for(int i = 1; i <= n; ++i)

rad[i] = i, card[i] = 1;

2.2 Operatia Union

La acest pas, ni se dau doua persoane si trebuie sa stabilim relatia de prietenie dintre ei. Desi aceasta
operatie se face In timp constant, conteaza foarte mult modul in care facem relatia de atribuire, aceasta
putand schimba radical complexitatea algoritmului. Astfel, voi introduce prima optimizare, si anume
optimizarea de unire dupa cardinalul multimii, astfel incat vom uni mereu multimea cu cardinal mai
mic la multimea cu cardinal mai mare.

Motivul pentru care aceasta optimizare duce la o complexitate mai mica va fi dat de numarul mai
mic de operatii pe care functia Find le va face la fiecare pas. De asemenea, aceasta optimizare de a uni
multimile mai mici la cele mai mari se regaseste in mod frecvent si in alte contexte in diverse structuri
de date si nu numai.



| void Union(int a, int b)

2 {

3 if (card[a]l < card[b]) // vom vrea sa atasam b la a

A swap(a, b);

5 rad[b] = a; // radacina lui b devine a

6 card[a] += card[bl; // crestem cardinalul lui a cu cardinalul lui b
7 }

2.3 Operatia Find

La aceasta operatie, vrem sa gasim pentru un nod, pozitia nodului reprezentativ in structura noastra
de date. In mod normal, aceastd operatie poate face cel mult O(n) pasi, in cazul in care arborele
rezultat ar fi un lant. Totusi, putem sid ne folosim de parcurgerile pe care le facem pentru a retine
rezultatele pentru toate nodurile de pe parcursul acelui drum, astfel incat la o parcurgere ulterioara,
numarul de pasi sa se reduca spre un numar constant, structura arborelui ajungand similara cu cea a
unui arbore stea.

I int Find(int x)

2 {
if (rad[x] == x) // daca nodul e radacina
return x;
5 rad[x] = Find(radl[x]); // radacina nodului nostru e radacina radacinii curente
6 return radl[x];
7 }

2.4 Prime concluzii

Operatia de union are complexitatea O(1), iar operatia de find are complexitatea O(n). Totusi, da-
torita optimizarilor mentionate mai sus (compresia drumurilor si unirea dupa dimensiunea multimilor),
numarul total de operatii facute este O(nlog*n), unde log * x reprezintd inversul functiei Ackermann,
valoare care se poate aproxima ca fiind o constanta.

De asemenea, nefolosirea optimizarii de compresie a drumurilor ar duce la complexitatea O(nlogn),
rezultat foarte important in contextul altor optimizari, cum ar fi tehnica small-to-large sau in general
in demonstrarea diverselor rezultate ce tin de sume armonice.

3 Problema exemplu

disjoint (infoarena)

Pentru fiecare operatie citita de la intrare, vom implementa functiile necesare pentru a obtine
rezultatul problemei. Unirea a doud multimi implica mai intai folosirea functiei Find pentru a gasi
radacinile, iar mai apoi folosim functia Union pentru a face unirea propriu-zisa. Folosirea ambelor opti-
mizari pentru imbunatatirea complexitatii duce la solutia optima, ce ruleaza intr-un timp aproximativ
liniar raportat la numarul de valori citite.

Sursa de 100 de puncte

3.1 Oare putem implementa mai eficient?

Initial, noi am implementat aceasta structura folosind doi vectori, anume cel in care tinem cardinalul
fiecarei multimi, precum si cel in care tinem radacina fiecarei multimi. Totusi, se poate observa
faptul ca noi folosim o gramada de informatie inutild din cauza faptului ca pentru fiecare numar,
practic ne intereseaza doar daca e o radacind a unei multimi de vlalori sau nu. Astfel, vom recurge
la a reprezenta pozitiile corespunzatoare radacinilor cu numere negative, reprezentand —z, unde z e
cardinalul multimii reprezentat de acea valoare, respectiv reprezentarea nodurilor adiacente cu numere
pozitive, reprezentand radacina multimii din care acea valoare face parte.
Sursa de 100 de puncte cu optimizarea de memorie


https://usaco.guide/plat/merging?lang=cpp
https://infoarena.ro/problema/disjoint
https://infoarena.ro/job_detail/3128312?action=view-source
https://infoarena.ro/job_detail/3128311?action=view-source

4 Problema bile

bile de pe infoarena

”Pe o tabla patratica impartita in N*N patratele (N linii si N coloane), se afla asezate N*N bile
(cate una in fiecare patratica a tablei). Lui Gigel ii plac bilele foarte mult, astfel ca el ia, pe rand, cate
o bila de pe tabla, pana cand nu mai ramane pe tabla nici o bila. Gigel este, de asemenea, un baiat
foarte curios. El a constatat ca bilele pot fi impartite in componente conexe, astfel:

fiecare bila face parte din exact o componenta conexa, iar daca 2 bile sunt invecinate pe orizontala
sau verticala, atunci ele fac parte din aceeasi componenta conexa (adica daca una se afla imediat
deasupra, dedesubtul, la dreapta sau la stanga celeilalte)

Dimensiunea unei componente conexe este egala cu numarul de bile care fac parte din compo-
nenta conexa respectiva. Dupa fiecare bila luata, Gigel vrea sa stie care este valoarea maxima dintre
dimensiunile componentelor conexe din care fac parte bilele ramase.”

4.1 Solutie

Mai intai, trebuie observat faptul ca problema determinarii conectivitatii dinamice este una foarte
dificil de rezolvat articol de pe wikipedia, deci nu are sens sd ne chinuim cu asemenea implementari
care nu fac obiectul cursului nostru sau in general a programelor olimpiadelor de informatica.

Asta ne duce cu gandul s& incercidm sa privim problema dintr-o perspectiva diferita, in special
si datorita faptului ca nu suntem fortati sa raspundem la actualizari online. Din acest motiv, vom
introduce o abordare care se foloseste la multe solutii ce se bazeaza pe folosirea padurilor de multimi
disjuncte.

Practic, in loc sa privim problema de la inceput la final, vom rezolva problema inversa, in care
putem adauga bile, ceea ce ne ajuta sa reducem problema la o aplicatie standarda a padurilor de
multimi disjuncte, raspunsurile ajungand in cele din urma sa fie afisate in ordinea inversa in care le-am
aflat.

Solutie de 100 de puncte

5 Problema Secvmax

secviax de pe infoarena

”Fiona are o secventa de N numere naturale. Ea se intreaba din cand in cand pentru un anumit
numar () care este cea mai lunga subsecventa care are toate numerele mai mici sau egale cu Q. Ajutati-o
pe Fiona sa isi rapunda la toate intrebarile.”

5.1 Solutie

Aici putem folosi din nou prelucrarea numerelor in ordine crescatoare a numerelor din vector, iar
atunci cand adaugam valorile in considerare, vom verifica fiecare vecin sa vedem daca putem uni
valorile din cele doua multimi, iar la fiecare pas raspunsul e cardinalul maxim al unei multimi, care e
crescator pe masura ce crestem valorile adaugate.

Solutie de 100 de puncte


https://infoarena.ro/problema/bile
https://en.wikipedia.org/wiki/Dynamic_connectivity
https://infoarena.ro/job_detail/2833808?action=view-source
https://www.infoarena.ro/problema/secvmax
https://www.infoarena.ro/job_detail/2273791?action=view-source
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Probleme suplimentare

Probleme de la olimpiade

. Chemical table - EJOI 2018

MexC ONI 2008

COCI 13-ladice
USACO MooTube
USACO Wormbhole Sort

Probleme de pe Codeforces/AtCoder

. Galleries - AGM 2020

DSU Step 1 - Codeforces EDU

. DSU Step 2 - Codeforces EDU

Bibliografie si lectura suplimentara

Am ordonat resursele suplimentare in ordinea dificultétii intelegerii si intr-o ordine logica pentru a
usura obtinerea de cunostinte despre tehnicile, abordarile si problemele discutate in acest curs.

8

. Paduri de multimi disjuncte - CS Academy

Algoritmul Union-Find - Algopedia
Link ce trebuie accesat pentru inscrierea la cursul despre DSU facut de ITMO Academy

Articol USACO Guide - DSU

Curs despre DSU - Codeforces (este necesar un cont pentru a putea accesa acest curs, plus
accesarea linkului de mai sus)

Sack (dsu on tree) - Avansat

Smenul de manevrare a query-urilor offline cu DSU

Cuvant de incheiere

Daca aveti sugestii, pareri, intrebari sau altceva ce ati vrea sa impartasiti cu privire la articol sau la
alte aspecte legate de continuturile prezentate, ma puteti contacta pe Discord (stefdasca#9249).

Mult succes mai departe.


https://cses.fi/395/list/
https://www.infoarena.ro/problema/mexc
https://dmoj.ca/problem/coci13c5p6
http://www.usaco.org/index.php?page=viewproblem2&cpid=789
http://www.usaco.org/index.php?page=viewproblem2&cpid=992
https://codeforces.com/gym/102565/problem/D
https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/7/1/practice
https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/7/2/practice
https://csacademy.com/lesson/disjoint_data_sets/
https://www.algopedia.ro/wiki/index.php/Clasa_a_VII-a_lec%C8%9Bia_18_-_23_ian_2020#Algoritmul_union-find
https://codeforces.com/edu/courses
https://usaco.guide/gold/dsu?lang=cpp
https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/7
https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/7
https://codeforces.com/blog/entry/44351
https://codeforces.com/blog/entry/75369
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