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Cuvant Tnainte

Informatica este, probabil, stiinta cu dinamica cea mai accelerata si dovada se afla peste
tot in jurul nostru. Viteza cu care se schimba lumea in care muncim, comunicam, traim
este o reflexie a dinamicii tehnologiei si, in special, a tehnologiei informatiei. Olimpiadele
de informatica reflecta si ele, evident, aceasta dinamica. Problema cea mai dificila de
la Olimpiada Internationala de Informatica din 1994 din Suedia — ,/ The triangle” — este,
astazi, cea mai simpla problema pe care ilustram la clasa modul de functionare a progra-
marii dinamice. In 2001, la Olimpiada Internationala de Informatica din Finlanda, a fost
propusa, pentru prima data, o problema a carei solutie se baza pe arbori indexati binar,
problema cu grad foarte inalt de dificultate la acel moment. Astazi, elevi de gimnaziu
utilizeaza aceasta structura de date, fara emotie si cu o profunda intelegere.

Romania a fost, permanent, In avangarda competitiilor de informatica, atat prin rezul-
tatele obtinute de elevi In competitii, cat si prin initierea unor concursuri internationale
de referinta in peisajul competitional actual — BOI (Balkan Olympiad in Informatics)
in 1993, CEOI (Central European Olympiad in Informatics) in 1994, RMI (Romanian
Masters in Informatics) in 2014 sau, mai nou, IIOT (International Informatics Olympiad
in Teams). In ceea ce priveste rezultatele, Romania continui si se mentina pe locul al
doilea ,all times” in Hall of Fame-ul Olimpiadei Internationale de Informatica, cu 127
de medalii (33 aur, 58 argint, 36 bronz), la egalitate cu Polonia, pe locul I situdndu-se
China.

In anul scolar 2023-2024, programa Olimpiadei Nationale de Informatica a fost publicata
intr-un format nou, care detaliaza tematica, specificand metode de programare si structuri
de date care apar In problemele de concurs, dar care nu sunt obligatoriu incluse si in
programa scolara. F1! Algoritmi si structuri de date este o colectie de articole scrise de
membri ai Societatii pentru Excelenta si Performanta in Informatica (SEPI), ca auxiliar
al programei. Autorii sunt profesori cu experienta In pregatirea de performanta a elevilor,
atat la clasa, cat si iIn Centre de Excelenta sau Centre de pregatire pentru performanta
in Informatica. Temele abordate au un grad mai inalt de dificultate sau doar de noutate,
pentru fiecare tema fiind incluse, pe langa considerentele teoretice, probleme rezolvate,
precum si probleme propuse spre rezolvare. Scopul acestui demers este de a veni in
sprijinul elevilor pasionati de programarea competitiva, precum si al profesorilor care 1i
coordoneaza pe drumul lor catre performanta. Mult succes!






Partea 1

Structuri de date arborescente






Capitolul 1

Arbori indexai;i binar

PROF. DANIELA LICA
Colegiul National ,Ion Luca Caragiale” Ploiesti
Centrul Judetean de Excelenta Prahova

1.1 Arbori indexati binar unidimensionali - AIB 1D

Definitia 1.1. Arborii indexati binar reprezinta o structura de date care permite
efectuarea eficienta a urmatoarelor operatii in complexitatea de timp O(log V) pentru un
vector V' ce contine N elemente:

o ADD(z,y) - aduna la elementul de pe pozitia x din vectorul V valoarea y: VIx] += y
(unde 1 <z < N);

o SUM(z) - calculeaza suma primelor = elemente din vectorul V' (se presupune ca V'
este indexat de la 1 1a N): V[1] + V[2] 4+ --- 4+ V]z] (unde 1 <z < N).

Operatiile descrise mai sus pot fi efectuate, In mod normal, in complexitatea mentionata
folosind un arbore de intervale. Totusi, folosirea unui arbore indexat binar ofera anumite
avantaje, cum ar fi:

« implementarea este mai usoara, cu mai putine linii de cod;

« se folosesc exact N locatii de memorie pentru stocarea arborelui in memorie (adica,
arborele indexat binar foloseste ca suport un vector de N elemente);

« operatiile se pot extinde relativ usor pentru a rezolva aceeasi problema in mai multe
dimensiuni (in complexitatea de timp O((log, N)?), unde d reprezinta dimensiunea
problemei; de exemplu, d = 2, in cazul in care problema se refera la o matrice).

Din pacate, aceasta structura de date nu ofera aceeasi flexibilitate precum un arbore de
intervale, existand si seturi de operatii care pot fi efectuate in complexitatea logaritmica
dorita folosind doar arbori de intervale.

Eficienta acestei structuri de date nu are legatura cu echilibrarea arborelui, precum in
cazul altor structuri de date arborescente, ci cu modul de indexare a elementelor, tinand
cont de reprezentarea binara a indicilor (de unde si numele de arbore indexat binar).
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Ideea de baza este ca, asa cum un numar pozitiv n poate fi exprimat in mod unic ca suma
de puteri Intregi ale lui 2, si un interval [1...n| (n > 1) poate fi exprimat ca reuniunea
unor (sub)intervale de lungimi intregi egale cu puteri ale lui 2.

Pentru exemplificare, vom trata intervalul [1...11]:

11=2%+2' +2° = 1011y

Eliminand cel mai putin semnificativ bit de 1 din reprezentarea lui 11 in baza 2 (adica,
bitul 0), constatam ca suma pentru intervalul [1...11] poate fi calculata astfel:

SUM([1...11]) = SUM([L...10]) + SUM([11...11))

12345678910.

Figura 1.1

SUM([1...10]) = SUM([L...8]) + SUM([9...10])

Figura 1.2

12345678910.

Figura 1.3

SUM([1...8]) = a1B[8], deoarece 8 are un singur bit de 1 in reprezentarea binara.

Astfel, dacd se asociaza fiecarui index z din arbore un interval [z — 28 +1... 2], unde k
reprezinta numarul zerourilor terminale din reprezentarea binara a lui « (k poate fisi 0, in
cazul In care x este un numar impar), fiecare interval de forma [1...x] poate fi exprimat
ca reuniunea a cel mult log, NV intervale, folosind procedeul (descris mai sus) de eliminare
succesiva a celui mai nesemnificativ bit de 1. Avand stabilita aceasta structura, operatia
SUM(z) se efectueaza insuménd suma intervalelor din descompunerea lui [1...z].

Consideram un arbore indexat binar cu 15 elemente (distributia elementelor este reprezen-
tata in Figura 1.4). Pentru a actualiza valoarea unui element z (operatia ADD(z,y)), se
actualizeaza prima datd intervalul asociat lui  ([x —2*+1...x]) cat si restul intervalelor
care 1l contin pe z. Acest lucru se efectueaza adaugand succesiv cel mai nesemnificativ bit
de 1. Spre exemplu, pentru a actualiza elementul de pe pozitia 9, se modifica urmatoarele
elemente (se considera ca sunt 15 elemente):

« 9 (9=1001) - [9...9]
« 10 (10 =1010() - [9...10]
e 12 (12=1100) - [9...12]

12



Prezentam o justificare a faptului ca plecand de la x
adunand succesiv cel mai nesemnificativ bit de 1 se ac-
tualizeaza toate intervalele ce contin pozitia x. Sa consi-
deram o valoare oarecare y mai mare strict decat x. Fie
b primul bit care difera in reprezentarile binare ale lui x
si y, Incepand de la cel mai semnificativ bit (corespun-
zator celei mai mari puteri a lui 2 din scrierea binara).
Primul caz este atunci cand bitul b este egal cu 1 pentru
x si egal cu 0 pentru y. Cele doua valori arata, scrise in
baza 2, astfel:

T=CQp Qp—1 ... Qpy1 L Qp—q1 ... g

Y=0ap Ap—1 --. AQpr1 0 ...

Se observa ca y este mai mic decat x, prin urmare inter-
valul lui y nu 1l poate contine pe x. Al doilea caz este
atunci cand bitul b este egal cu 0 pentru z si egal cu 1
pentru y. Valorile arata astfel:

T=0Qp Qp—1 ... Qps1 0 ap_1 ... Qg

Y=0Qp Qp—1 .. QGpp1 1 ...

Vom demonstra ca pentru ca x sa apartina intervalului
lui y, este necesar ca b sa fie cel mai nesemnificativ bit
al lui y.

Daca x nu contine niciun bit de 1 mai nesemnificativ
decat b, atunci y — 2° + 1 > x, deci este necesar ca z si
contina macar un bit de 1 mai nesemnificativ decat b.

Presupunem ca exista cel putin un bit al lui ¥ mai ne-
semnificativ decat b. Fie y’ valoarea pe care obtinem
daca eliminam toti bitii lui ¥ mai nesemnificativi decat
b. Datorita presupunerii i/ < y— 2%, deciy/ < y—2F+1
unde & e cel mai nesemnificativ bit al lui 3. In acest caz,
avem:

T=0Qp Qp1 ... Qpy1 0 ap_q ...

ylzanan_l ab+110 ... 0

14

15

Figura 1.4

Se observa ci x < 3/, de unde reiese ci x < y — 2F + 1, deci x nu apartine intervalului lui
y. Prin urmare, pentru ca z sa apartina intervalului lui y, cel mai nesemnificativ bit al

lui y trebuie sa fie b. Vom avea:

T=0p Qp-1 .. Apy1 0 @p_q1 ...
Y=0ap ap_1 ... apr1 10 ... 00

y—2k—|—1:anan_1 oo ap1 00 ... 01

13



De aici reiese ci y—2*+1 < x, deci z apartine intervalului lui y pentru toate aceste valori.
Trebuie sa gasim toate valorile cu proprietatea ca sunt formate selectand un bit b care
este egal cu 0 In reprezentarea lui x, eliminand toti bitii de 1 ai lui  mai nesemnificativi
(de notat ca este necesar sa existe macar unul) si transforménd bitul b in 1. Adunand la x
cel mai nesemnificativ bit k£ al sau, de fiecare data vom transforma Intreaga subsecventa
de biti de 1 ce il contine pe k in biti de 0, iar primul bit de 0 mai semnificativ decat k
va deveni egal cu 1. Prin urmare, acest procedeu gaseste toate intervalele dorite. Facem
observatia ca intervalul corespunzator lui z [z — 2% + 1, 2] va fi actualizat la inceput.

Pentru a determina in O(1) cel mai nesemnificativ bit de 1 al unui numar, se poate folosi
expresia: (z & (—x)).

Implementare

int aib[nmax + 5];

int ub(int x)
{
return (x & (-x));

3

void add(int x, int y)
{
for (int i=x; i<=n; i+=ub(i))
{
aib[i] += y;
}
}

int sum(int x)
{
int rez = 0;
for (int i=x; i>=1; i-=ub(i))

{
rez += aibl[il;
}
return rez;

}

Desi aceasta structura de date nu este la fel de flexibila ca un arbore de intervale, ea
poate fi extinsa sa suporte si alte operatii:

o SUMA(z,y) - suma elementelor cu pozitii intre x si y: se poate rescrie ca suma
elementelor din intervalul [1 ... y] minus suma elementelor din intervalul [1...z—1];

« UPDATE(x,y) - actualizeaza valoarea elementului de pe pozitia z la maximul
dintre aceasta si y;

o« MAXIM(z) - determina maximul din primele z elemente.

Aceste operatii pot fi implementate Inlocuind operatia de adunare (,,4”) cu cea de maxim.

14



1.2 Arbori indexati binar bidimensionali - AIB 2D

Datorita structurii lor, arborii indexati binar pot fi extinsi pentru a suporta urmatoarele
operatii in complexitate O((log, N)?) pe o matrice a de N x N elemente:

o ADD(z,y,val) - aduna la elementul de pe pozitia (z,y) din matrice valoarea val;

e SUM(z,y) - calculeaza suma elementelor din submatricea avand colturile (1,1) si
(2,9).
Pentru a realiza aceste operatii, vom construi initial un arbore indexat binar pe linii care

va mentine informatia de pe mai multe linii consecutive. Un exemplu este o submatrice
de 11 x 11, care va fi descompusa pe linii ca in Figura 1.5.

111,213 |14 |1,5]16|1,7]1,8]1,9]1,10|1,11

2,1

Figura 1.5: Descompunerea pe linii a unui AIB bidimensional

Pentru fiecare interval de linii, ca sa putem mentine sumele corecte, vom folosi un nou
arbore indexat binar AIB, in care AIB[j] va mentine suma celulelor cuprinse intre cele
doud linii si, mai mult, cuprinse intre coloanele j si j — 2% + 1, unde k e cel mai ne-
semnificativ bit al lui j. Descompunerea pe linii, apoi pe coloane, arata ca in Figura
1.6.

Mai mult, deducem ca:

i J
ABl = Y. Y aldly), unde k=20 g p=290)

r=i—k+1 y=j—p+1
Implementarea functiilor ADD si SUM este prezentata in continuare:

#include <bits/stdc++.h>
int aib[nmax + 5] [mmax + 5];

int ub(int x)

{

return (x & (-x));

15



1,101,213 |14 15| 1,6 | 1,7

2,1

Figura 1.6: Descompunerea pe linii si coloane a unui AIB bidimensional

}
void add(int x, int y, int wval)
{
for(int i=x; i<=n; i+=ub(i))
{
for(int j=y; j<=n; j+=ub(j))
{
aib[i] [j]1 += val;
}
}
+
int sum(int x, int y)
{
int rez = 0;
for(int i=x; i>=1; i-=ub(i))
{
for(int j=y; j>=1; j-=ub(j))
{
rez += aib[i] [j];
}
+
return rez;
}

Bineinteles, ne putem folosi de aceste functii pentru a afla suma pe o submatrice oarecare.
Mai mult, putem extinde arborii indexati binar pe oricate dimensiuni.

16



1.3 Probleme

1.3.1 Problema Inv

Se da un sir S de lungime n cu numere intregi. Numim o inversiune o pereche de indici
(1,7) astfel incat 1 <i < j <nsi S| > S[j].
Cerinta

Sa se determine cate inversiuni sunt in sirul dat.

Date de intrare

Fisierul de intrare inv.in contine pe prima linie numarul natural n. Pe urmatoarea linie
se gasesc n numere Intregi, reprezentand in ordine elementele sirului S.

Date de iesire

In fisierul de iesire inv.out se va afisa un singur numar, reprezentand restul Impartirii
numarului de inversiuni din sir la valoarea 9917.

Restrictii

e« 2<n < 100000

Exemple

inv.in inv.out
5 4
34125

Solutie

In primul rAnd, vom considera vectorul normalizat (fiecare valoare este inlocuita cu pozitia
ei In vector, daca acesta ar fi sortat crescator). Se observa ca numarul de inversiuni
raméane acelasi. S& consideram o solutie cu complexitate O(n?). Pentru fiecare element
v[i], rezultatul va fi marit cu numarul de elemente v[j], cu j < i, care au proprietatea
ca v[j] > v[i]. Fie variabila rez rezultatul problemei. Daca parcurgem vectorul de la
stanga la dreapta si retinem un vector de frecventd fr , pentru orice element v[i], vom
modifica rez astfel:

rez += frv[i] + 1] + frlv[i] + 2] + ... + fr[N]

Ulterior, vom mari cu 1 valoarea lui fr{v[i]] . Putem calcula suma cu usurinta folosind
un al doilea for .

Observam ca pe vectorul de frecventa fr vom aplica doua operatii:
« marim valoarea de la pozitia v[i] cu 1;

o calculam suma pe intervalul [v[i] 4+ 1, N].
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Dar aceste operatii pot fi realizate in complexitate O(log, N) cu ajutorul unui arbore
indexat binar. Prin urmare, vom inlocui vectorul de frecventa cu un arbore indexat binar
care va retine frecventele. Acum, vom modifica rez astfel: rez += suM@) - SUM(v[il) .

Vom modifica AIB-ul folosind ApD(v[i], 1) . Complexitatea solutiei este O(N log, N).

Implementare

using namespace std;
const int nmax = 1leb;
int n, m;

int aib[nmax + 5];

int ub(int x)

{
return (x & (-x));
}
void add(int x, int wval)
{
for(int i=x; i<=n; i+=ub(i))
{
aib[i] += val;
}
}
int sum(int x)
{

int rez = 0;
for(int i=x; i>=1; i-=ub(i))
{
rez += aib[i];
}
return rez;

}

int main()
{
cin>>n>>m;
for(int i=1; i<=m; i++)
{
int tip;
cin >> tip;
if (tip == 0)
{

int x, y, val;

cin >> x >> y >> val;
add(x, +val);
add(y+1, -val);

else
{
int x;
cin >> x;
cout << sum(x) << '\n';
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}
}
return O;

}

1.3.2 Cautare binara pe arbori indexati binar. Problema aib

Se da un vector A cu N elemente naturale. Asupra lui se vor face M operatii, codificate
astfel in fisierul de intrare:

e 0 a b - Valorii elementului de pe pozitia a i se va adauga valoarea b.
e 1 a b- Sa se determine suma valorilor elementelor intervalului [a, b].

e 2 a- Sasedetermine pozitia minima k astfel incat suma valorilor primilor £ termeni
sa fie exact a.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare se afla N si M. Pe urmatoarea linie se gasesc cele N
elemente ale vectorului, iar urmatoarele M linii descriu operatia care trebuie efectuata.

Date de iesire

Pentru fiecare operatie de tip 1 se va afisa pe cate o linie suma valorilor elementelor pentru
intervalul cerut (in ordinea ceruta in fisierul de intrare), iar pentru fiecare operatie de tip
2 se va afisa pozitia k ceruta. Daca nu exista o astfel de pozitie se va afisa -1 pentru
operatia respectiva.

Restrictii
« 1 <N < 100000
o« 1 < M < 150000
e 1< A; 10000, pentru orice 1 <i < N
e Pentru operatia de tip 0: 1 <a < N si1 <0 < 10000
o Pentru operatia de tip 1: 1 <a<b< N
o Pentru operatia de tip 2: 0 < a < 2%

« Rezultatul pentru fiecare operatie se va incadra pe 32 de biti
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Exemple

aib.in aib.out

8 6 1

25 42 8 15 1 55 16 67 4

05 12 16

2 25 216

2 90 8

177

128

2 241

Solutie

Pentru primele doua tipuri de operatii, ne vom folosi de un arbore indexat binar pentru
a le realiza in timp O(log, V). Pentru al treilea tip de operatie, o prima idee ar fi sa ne
folosim de cautarea binara pentru a afla pozitia. Fie mij mijlocul intervalului de cautare
[st,dr]. Daca suma elementelor de la 1 la mij este mai mica decit a, vom continua
cautarea in partea dreapta, daca suma este mai mare decat a, vom continua in partea
stanga, iar daca suma este egala cu a, vom opri cautarea. Suma elementelor de la 1 la
mij este egala cu SUM(mij).

Complexitatea pentru al treilea tip de operatie este de O((log, N)?). In continuare, vom
studia structura arborilor indexati binar pentru a Incerca sa gasim o solutie mai rapida.

Sa consideram un algoritm de cautare binara pe biti, In care incercdm sa determinam
pozitia-rezultat adaugand pe rand bitii acesteia, de la cel mai semnificativ pana la cel
mai nesemnificativ.

Fie poz pozitia curenta, b bitul pe care dorim sa il adaugam si s = suma(l, poz), unde
suma(a,b) este suma elementelor din intervalul (a,b). Suntem interesati sa aflam daca
suma(l, poz + 2°) este in continuare mai mica decat a. Dar suma(l,poz + 2°) = s +
suma(poz + 1, poz + 2°).

Observdm ci cel mai nesemnificativ bit al lui poz + 2° este chiar b, deoarece toti bitii lui
poz sunt mai mari decat b, prin urmare, AIB[poz + (1<<b)] va retine chiar suma(poz +

20 — 2% + 1, poz + 2%), adica suma(poz + 1, poz + 2°).

Prin urmare, suma(1,poz + 2°) = s+ AIB[poz + (1<<b)], deci o putem calcula in O(1).
Dacd suma(1,poz + 2°) este mai micd decit a, vom mari s cu AIB[poz + (i<<b)] si poz
cu 2°. Rezultatul, dacs exists, se va afla in poz + 1.

Complexitatea acestui algoritm este O(log, N). Deoarece putem rezolva toate tipurile de
operatii in O(log, N), complexitatea totala a solutiei este O(N log, N).

Implementare

using namespace std;
const int nmax = 1leb;
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int n,m;
int v[nmax + 5];

int aib[nmax + 5];

int ub(int x)

{
return (x & (-x));
}
void add(int x, int y)
{
for(int i=x; i<=n; i+=ub(i))
{
aib[i] += y;
}
}
int sum(int x)
{
int rez = 0;
for(int i=x; i>=1; i-=ub(i))
{
rez += aib[i];
}
return rez;
}

int main()
{
freopen("aib.in","r",stdin) ;
freopen("aib.out","w",stdout) ;
cin >> n >> m;
for(int i=1; i<=n; i++)
{
cin > vl[il;
add(i, v[il);
}
for(int i=1; i<=m; i++)
{
int tip;
cin >> tip;
if (tip == 0)
{
int poz, val;
cin >> poz >> val;
add (poz,val);
}
else if(tip == 1)
{
int a, b;
cin >> a >> b;
cout<<sum(b) - sum(a - 1)<<'\n';
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cin>>a;
for(int b=17; b>=0; b--)

{
if(poz + (1<<b) <= n && s + aib[poz + (1<<b)] < a)
{
s += aib[poz + (1<<b)];
poz += (1<<b);
3
}
if(poz + 1 > n || sum(poz + 1) != a)
{
cout << -1 << 5
}
else
{
cout<< poz + 1 << g
}
}
3
return O;

}

1.4 Utilizarea AIB in probleme cu arbori

Se dau un arbore cu N noduri cu radacina in nodul 1, fiecare nod avand asociata o valoare
v[i], si Q operatii care pot fi de doua tipuri:

« update x y: valoarea v[z] a nodului = se mareste cu y

e query x: sa se determine suma valorilor nodurilor de pe drumul de lungime minima
dintre nodul z si radacina.

Solutie

Desi problemele de acest tip necesita in general solutii putin mai complexe, cu ajutorul
algoritmului Heavy Path Decomposition, In acest caz cele doua tipuri de operatii se pot
reduce cu usurinta exact la operatiile pe care le suporta un arbore indexat binar: modi-
ficarea unei valori si calcularea sumei pe un prefix. Acest lucru se datoreaza faptului ca
suntem interesati de suma de pe drumul dintre un nod si radacind, nu de suma de pe
drumul dintre doua noduri arbitrare.

In primul rand, vom considera parcurgerea Euler a arborelui (in care adiugam un nod in
lista atunci cand algoritmul DFS ajunge pentru prima data in el si atunci cand algoritmul
DFS se intoarce in nodul tata). Fie poz prima aparitie a unui nod x in parcurgere. Pe
prefixul (1, poz) al listei, fiecare nod apare:

e de 0 ori, daca pana in acest moment algoritmul DFS nu a ajuns in acest nod;
« de 2 ori, daca algoritmul DFS a ajuns in nod si a revenit in nodul parinte;

» o singura data, daca algoritmul DFS a ajuns in nod, dar nu a revenit inca in tata.

22



Observatia care ne va ajuta sa rezolvam problema este ca nodurile aflate in ultima situatie
sunt exact nodurile de pe drumul dintre x si radacina.

Pentru fiecare nod z din lista parcurgerii Euler, fie p; si po prima si, respectiv, a doua
aparitie a nodului in lista. Vom retine un vector auxiliar [, in care I[p] = v|[z] si [[ps] =
—vlx]. Datorita proprietatii de mai sus, suma [[1] +[2] + - - - + [[p1] va fi egala cu suma
valorilor de pe drumul dintre x si radacina, deoarece toate celelalte valori se anuleaza.

Prin urmare, cele doua tipuri de operatii din enuntul problemei se reduc la:
« update x y: l[p1|+ =y si l[ps] += —v;
o query x: {[1]+1[2] +--- +[p1].

Putem rezolva cu usurinta atat update-urile, cat si query-urile, folosind un arbore indexat
binar. Fiecare operatie va avea complexitate O(log, N), iar complexitatea totala a solutiei
este O(N log, N).

Implementare

using namespace std;
const int nmax = 1leb;

int n,q;
int v[nmax + 5];

vector<int> G[mnmax + 5];

int p[nmax + 5], ulnmax + 5];
int aib[2 * nmax + 5];

int cnt = 0;

int ub(int x)
{
return (x & (-x));

}

void add(int x, int y)
{
for(int i=x; i<=2%n; i+=ub(i))
{
aib[i] += y;
}
}

int sum(int x)
{
int rez = 0;
for(int i=x; i>=1; i-=ub(i))
{
rez += aib[i];
}

return rez;
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void euler(int nod, int dad = 0)
{
plnod] = (++cnt);
for(auto it : G[nod])
{
if (it==dad)
{
continue;
+
euler(it, nod);
}
u[nod] = (++cnt);

}

int main()
{
cin>>n>>q;
for(int i=1; i<n; i++)
{
int x,y;
cin>> x >> y;
G[x] .push_back(y);
G[y] .push_back(x) ;
}
euler(1);
for(int i=1;i<=n;i++)
{
cin>>v[il;
add(p[il,v[il);
add (ulil,-vI[il);
}
for(int i=1; i<=q; i++)
{
int tip;
cin >> tip;
if (tip == 0)
{

int nod, val;
cin >>nod >> val;
add(p[nod], val);
add(ulnod], -val);
}
else if(tip == 1)
{

int nod;
cin >> nod;
cout << sum(p[nod]) <<
}
}
return O;

3
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1.5 Probleme propuse

o Problema Aib

o Problema Aib2d

« Problema Arbori indexati binar
e Problema Inv

e Problema Swap

e Problema Determinanta

e Problema Permsort

e Problema Costperm

e Problema Evantai
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Capitolul 2

Arbori de intervale

PROF. MARIUS NICOLI
Colegiul National ,Fratii Buzesti” Craiova
Centrul de Pregatire pentru Performanta in Informaticd Craiova

Arborii de intervale sunt o structura de date (o modalitate de a organiza informatii cu
scopul de a realiza mai rapid un anumit tip de calcule).

2.1 Problema initiala

Pornim de la urmatorul enunt:

Se da un tablou unidimensional (vector) V' cu n numere naturale, asupra caruia se pot
face doua tipuri de operatii:

 interogare pentru minim pe o secventa de elemente;
« actualizarea unui element (schimbarea valorii sale).

Sa consideram ca vectorul poate avea poate avea cel mult 100000 de elemente si ca sunt
cel mult 100000 de interogari. De asemenea, valorile sale sunt de tip int .

In aceasta problema actualizarile si interogarile nu sunt separate, ele pot aparea amestecat
si la fiecare interogare raspundem considerand configuratia vectorului din acel moment.

Exemple
Intrare Tegire

11 3
16439278054 2

3

124

232

124
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Semnificatia datelor de intrare de mai sus: vectorul are 11 elemente, acestea sunt initial
16439278054 (sa consideram indexarea de la 1). Sunt 3 operatii. Mai intai o
interogare (simbolizata prin prezenta valorii 1 prima pe linia ce o descrie), care ne cere
sa aflam minimul din intervalul de indici de la 2 la 4. Acesta are valoarea 3. A doua
operatie este o actualizare (linia Incepe cu 2). Adica elementul de pe pozitia 3 devine
2. Efectul este ca vectorul va fi: 1 6 2 3 9. A treia operatie este iarasi o interogare pe
intervalul de indici de la 2 la 4. Acum minimul este 2. Asadar iesirea acestui program ar
trebui sa fie 3 2.

Rezolvarea in mod brut, adica simularea a ceea ce este descris In enunt, presupune actuali-
zarea In mod direct (operatia de tip 2 p x se rezolva printr-o singura atribuire, v[p] < x).
In schimb, operatia de tip interogare de minim pe intervalul de indici [a, b], simbolizata
prin 1 a b presupune realizarea unei parcurgeri de la a la b, iar acesta, pe cazul cel mai
defavorabil tinde sa aiba spre n pasi. Aceasta metoda face actualizarea in timp constant
iar interogarea in timp liniar. Asadar, daca numarul de interogari este mare, iar acestea
sunt mereu pe intervale mari, timpul de calcul ajunge sa fie O(n - m).

Daca interogarile ar fi toate la final, fara ca printre ele sa mai apara actualizari, se poate
folosi structura de date numita RMQ (Range Minimum Query) pentru a face precalculari
de minime pe anumite intervale si apoi se folosesc aceste minime pentru a raspunde in
timp constant la o anumita interogare. Precalcularea elementelor structurii necesita timp
si memorie de ordin O(nlog,n). Din pacate actualizarea sa la modificarea valorii unui
element nu se mai face in timp logaritmic si astfel folosirea pentru cazul in care avem
actualizari si interogari amestecate devine neeficienta.

Sa revenim la problema enuntata initial. Anuntam de pe acum ce vom obtine la final,
urmand sa aratam apoi pasii:

« vom calcula (si stoca) minime din anumite intervale ale vectorului V' (intervale
stabilite clar de la Inceput);

 intervalele pentru care avem minimele calculate vor fi suficiente ca pe baza lor sa
determinam minimul din oricare alt interval. Mai mult, pentru un interval oarecare
dat, numarul de intervale necesare, dintre cele cu rezultatul stocat, este de ordin
log, n;

e la actualizarea unui element din vectorul V numarul de intervale care trebuie ac-
tualizate este de ordin log, n.

Astfel, vom obtine timp de ordin logaritmic pe fiecare dintre dele doua operatii.

Mai intai sa vedem cum alegem setul de intervale fixat, pentru care calculam minimele.
In primul rand observim c& numarul total de intervale este de ordin n? (ne imaginam c#
fmperechem fiecare numar de la 1 la n, reprezentand capatul stang al unui interval cu
fiecare numar mai mare decat el, reprezentand capatul drept).

Pentru datele noastre, este nepractic sa calculam informatii pentru toate aceste intervale
(atdt ca timp dar si ca memorie avem n?, iar pentru n = 100000 asta inseamna foarte
mult).

Pentru a gasi modalitatea de obtinere a setului de intervale care ne intereseaza pornim
de la urmatoarea functie recursiva:
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void rec(int st, int dr) {
if (st == dr) {

} else {

int mid = (st+dr)/2;
rec(st, mid);
rec(mid+1, dr);

Apel initial rec(1, n) .

Pentru codul de mai sus avem:
o n = numarul de elemente ale vectorului dat (indexat, cum spuneam, de la 1);
« parametrii functiei recursive au semnificatia de indici din vectorul dat.

De exemplu, pentru n = 11, apelul de mai sus genereaza urmatoarele perechi de indici
(st,dr): (1, 11), (1, 6), (1, 3), (1, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 6), (4, 5), (4, 4), (5, 5), (6,
6), (7, 11), (7,9), (7, 8), (7, 7), (8, 8), (9, 9), (10, 11), (10, 10), (11, 11)

Citindu-le pur si simplu ne este greu sa gasim repede o semnificatie a acestor numere,
dar sa vedem mai departe cateva moduri de a le imagina:

1,11

)

1,3 4,6 7,9 10, 11

1,2 3,3 4,5 6,6 7,8 9,9 | 10,10 11, 11

1 2

) 2 4,4 5,5 7,7 8,8

Figura 2.1: Descompunerea in intervale a apelului rec(1, n) .

Pentru n = 11 acestea vor fi intervalele pentru care vom tine in orice moment mini-
mele (adica, dupa fiecare operatie vom avea stocata valoarea minima din fiecare dintre
aceste intervale). Va trebui sa determinam céte astfel de intervale sunt, cum actualizam
aceste intervale in timp logaritmic si cum putem determina minimul din oricare alt in-
terval folosind doar dintre acestea, in numar de operatii de ordin logaritmic. Bineinteles,
exemplul nostru este pentru n = 11, dar descompunerea este valabila in general, folosind
template-ul de functie recursiva de mai sus, impreuna cu apelul initial rec(i, n) .

O prima observatie este ca numarul de linii ale tabelului de mai sus este de ordin log, n.
Justificare: Daca intervalele de pe un rand au lungimea L, cele de pe randul urmator au
lungimea L/2 sau L/2+ 1 (am semnificat prin ,,/” catul impartirii intregi). Dar numarul
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de Injumatatiri dupa care se ajunge la intervale de lungime 1 (celule de jos, care nu mai
pot fi impartite) este de ordin logaritmic.

Sa vedem cum pastram informatii despre aceste intervale. Pentru aceasta, vom mai
introduce un parametru la functia rec. Il notdm cu nod si alegem sa il scriem pri-
mul (pozitia lui Intre parametrii functiei recursive nu este importanta, insa incercam sa
pastram o ordine Intalnita in multe materiale despre arborii de intervale). Avem asadar:

void rec(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {

} else {

int mid = (st+dr)/2;
rec(2*nod, st, mid);
rec(2*nod+1, mid+1, dr);

}\pelirnpiak rec(l, 1, n) .
Urmadriti modul in in care realizam autoapelurile.

Mai departe sa vedem cum arata celulele din tabel, cu noul parametru.

1
1,11
2 3
1,6 7,11
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10, 11
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6, 6 7,8 9,9 10,10 || 11,11
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8

Figura 2.2: Descompunerea in intervale a apelului rec(1, 1, n) .

Valorile lui nod sunt figurate deasupra, boldat. Asadar, in fiecare celula avem un tri-
plet (nod, st,dr) unde [st,dr] reprezintd un interval de indici din vectorul V. Dar ce
semnificatie poate avea nod?

Citind de sus in jos si de la stanga la dreapta, valorile sale sunt consecutive Incepand cu
1, exceptie facand cateva aflate mai la final, care lipsesc.

Acum sa estimam numarul de intervale (celule) care apar in tabel. Pentru asta, sa
consideram ca n este o putere de 2. Pentru simplitate luam n = 8. Tabelul nostru va
arata ca in Figura 2.3.

Acum se observa usor:
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Figura 2.3: Descompunerea in intervale pentru n = 8.

o valorile nod sunt toate numerele de la 1 la 2n — 1 (deci tot acesta este numarul de
intervale care ne intereseaza);

 Inaltimea este 1 + log, n;

« daca n nu ar fi putere de 2, ne dam seama usor ca tabelul nu este mai inalt decat
pentru cazul ca am majora pe n la urmatoarea putere de 2, iar numarul sau de
elemente este tot 2n — 1.

In general, la tehnica noastra numarul de intervale care conteaza este 2n — 1. Valoarea
nod o vom folosi ca indice in alt vector, pe care il vom nota cu A si care este de fapt
structura noastra de date.

Astfel, pentru un triplet (nod, st,dr) generat de functia de mai sus, avem: A[nod] =
minimul elementelor din V' aflate pe indici Intre st si dr inclusiv. Putem deci spune ca la
un triplet (nod, st,dr), nod este indice din A, iar st si dr sunt indici din V.

Din cele analizate mai sus deducem ca sunt importante 2n — 1 elemente din A, Insa
observam ca ele nu sunt plasate chiar pe toti indicii consecutiv de la 1 la 2n — 1 indiferent
de valoarea lui n.

Géandindu-ne ca la trecerea unui n peste o putere de 2 se merge pana la a se dubla
numarul de elemente (la urmatoarea putere de 2 fiecare frunza se expandeaza in alte
doud) deducem ca 4n elemente pentru vectorul A este o limitare superioara suficienta.
Nu face obiectul acestui articol, dar precizam ca exista formule de calcul pentru indicii din
A, altele decét cea folosita de noi (mid = (st+dr)/2 ) care permit reducerea semnificativa
a memoriei.

Date fiind cele de mai sus, sa trecem catre implementare. Primul pas ar fi sa calculam
valorile initiale din A. Adica minimele, conform elementelor date initial in V, inainte de
update-uri. Pentru asta, vom folosi urmatoarea functie recursiva (o varianta a functiei
rec pe care o vom numi build ).

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
A[nod] = V[st];
} else {
int mid = (st+dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);
}
}
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Apel: build(i, 1, n);
Este un principiu divide et impera pe care il putem interpreta asa:

e Daca intervalul are lungimea 1, valoarea din el este chiar cea din V' de pe acea
pozitie.
« Altfel, cei doi fii sunt de fapt cele doua jumatati ale sale si valoarea din interval

este minimul valorilor din cele doua jumatati.

Iata cum arata vectorul A dar si tabelul de mai sus In care acum completam cu valorile
calculate in noduri de apelul build(1, 1, n) .

T ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
VIz][1 6 4 3 9 2 7 8 0 5 4
Az][0 1 01 2 0 4 1 4 3 2 7 05 416 XX 3 9 XX 7 8
Tabela 2.1: Valorile din V' si A pentru datele din exemplu.
1
1,11
0
2 3
1,6 7,11
1 0
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10, 11
1 2 0 4
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6,6 7,8 9,9 | 10,10 | 11,11
1 | 3 2 7 0 5 4
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1 6 3 9 7 8

Figura 2.4: Valorile lui A dupa apelul build(t, 1, n).

De remarcat ca timpul de calcul pentru rularea acestui cod, build(1, n) este de ordin n
(sunt 2n — 1 valori care se calculeaza). Asta ne poate duce putin in eroare gandindu-ne
ca noi urmarim sa obtinem cod care ruleaza In timp logaritmic. Nu este nicio problema
intrucat apelul acesta se face o singura data, nu la fiecare operatie, iar el are aceeasi
complexitate in timp ca si citirea datelor.

Pornind de la observatia ca nodurile frunza (cele care corespund unor intervale de lungime
1) se parcurg de la stdnga la dreapta (acest lucru se intdmpla pentru ca noi facem mai
intai autoapel in subintervalul stang), si ca valorile nodurilor se completeaza de jos in sus
(deoarece instructiunea A[nod] = min(A[2*nod], A[2#%nod+1]) se afla dupa autoapeluri),
putem face citirea datelor de intrare chiar in functie, pe ramura fara autoapel, adica:

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
fin>>A[nod];
} else {
int mid = (st+dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build (2*nod+1, mid+1, dr);
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A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);
}
}

Am prezentat aceasta varianta pentru a ajuta la intelegerea mai buna a modului de
functionare, dar nu o recomandam, consideram ca este mai important sa facem lucrurile
separat, si pentru a le avea mai clare.

Pentru ca tot am vorbit de frunze, noduri, dar si tinand cont si de la denumirea structurii
(arbore de intervale), ne putem imagina si o reprezentare a datelor printr-un arbore binar
(In care un nod este un interval iar cei doi fii ai sai sunt cele doua jumatati care il compun).
Astfel, fiecare celula de tabel este un nod iar cei doi fii sunt cele doua celule de sub ea,
corespunzand celor doud jumatati in care se descompune intervalul pe care ea il reprezinta.

Figura 2.5: Echivalenta intre un arbore de intervale si un arbore conventional.

2.1.1 Operatia de actualizare a unui element

Noi am codificat-o prin 2 p x, cu semnificatia: elementul de pe pozitia p din vectorul
dat devine x. Sa vedem ce modificari implica aceasta operatie in vectorul A

« se va modifica valoarea frunzei corespunzatoare intervalului de lungime 1 [p, p];

e pentru tot drumul de la aceasta frunza pana la radacina se vor calcula valorile din
celula curentd in functie de cele din cele doua celule fiu (cele doua jumatati ale
intervalului reprezentat de celula curenta) - care la revenire sunt deja calculate.

Figura 2.6 ilustreaza cele explicate aici considerand exemplul initial si actualizarea V[8] <
5 (adica valoarea de pe pozitia 8, in loc de 8, va deveni 5).

Celulele desenate cu background rosu sunt cele in care se recalculeaza valoarea (pentru
unele ea se poate modifica iar pentru altele nu).

Pentru a realiza acestea, facem o alta functie recursiva (o vom numi update ), In care
avem ca parametri, pe de o parte pe cei 3 care identifica tripletele (nod, st, dr) si inca doi
specifici operatiei: p si x.

Reamintim ca este esential sa generam la toate functiile care opereaza pe arbore, acelesi
triplete.
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Figura 2.6: Actualizarea lui A dupa modificarea V[8] < 5.

void update(int nod, int st, int dr, int p, int x) {
if (st == dr) {

A[nod]
} else {

X5

int mid = (st+dr)/2;
if (p <= mid)
update(2*nod, st, mid, p, x);
if (p > mid)
update(2*nod+1, mid+1l, dr, p, x);

A[nod]

min(A[2*nod], A[2*nod+1]);

}Xpelz update(l, 1, n, p, x) .

Cateva observatii legate de codul functiei de mai sus:

« din nodul curent avansam exact in unul dintre cei doi fii (cel care va contine pozitia

p);

« Intrucat inaltimea arborelui este de ordin logaritmic iar noi coboram un nivel la

fiecare autoapel, ajungem la complexitatea dorita;

e cele doua if -uri puteau fi scrise mai compact printr-un if-else , insa am preferat
aceasta varianta pentru a introduce un standard ce va fi folosit si la alte operatii pe
arbore; odata stapanit modul in care functioneaza structura, este la alegerea celui

care codeaza sa scrie cum i se pare mai potrivit;

e psi x se transmit cu aceeasi valoare catre autoapeluri dar am ales sa 1i punem

1, 11
0—0
2 3
1,6 7,11
1 0—0
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10, 11
1 2 0—0 /
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6,6 7,8 9,9 10, 10 11, 11
| 7 3 2 7T—5 0 5 1
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1 6 3 9 7 85

parametri pentru claritate; daca dorim, 1i putem folosi ca variabile globale.

2.2 Operatia de interogare

O codificam asadar prin 1 a b cu semnificatia data (sa aflim minimul dintre valorile:

Vla],Via+1],...,VIb]).
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De aceasta data vom scrie intai codul care realizeaza interogarea si vom veni cu explicatii
asupra lui.

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a<=st && dr<=b) {
sol = min(sol, A[nod]);
} else {
int mid = (st+dr)/2;
if (a <= mid)
query(2*nod, st, mid, a, b);
if (b >= mid+1)
query(2*nod+1, mid+1, dr, a, b);

sol = -INF;
query(l, 1, n, a, b);
fout<<sol;

O explicatie sumara a acestui cod ar fi urmatoarea: daca pentru intervalul curent [st, dr],
intervalul de interogare [a, b] are elemente si Intr-o jumatate si in alta, facem autoapel in
amandoua jumatatile, In caz contrar facem apel in jumatatea in care el contine elemente.
Cénd ajungem la un interval [st, dr| complet inclus in [a, b], comparam cu minimul global
(pastrat de noi in variabila sol ) valoarea A[nod| (corespunzatoare lui [st, dr]).

Aceasta explicatie sumara nu justifica nici eficienta (de exemplu, ne punem intrebarea,
»daca facem apel In ambii fii, nu putem ajunge la timp de ordin n, precum la build ?”) si
nici nu ajuta la intelegerea temeinica a modului in care se face descompunerea (iar aceasta
buna intelegere este esentiala si pentru priceperea modului de functionare a structurii
atunci cand avem actualizare pe interval de indici - sa nu uitam ca aici noi am facut
explicatie doar pentru update pe un singur element).

Asadar, sa ne concentram pe modul in care functioneaza functia query , scrisa mai sus.

1
1,11
0
2 3
1,6 7,11
1 0
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10, 11
1 2 0 4
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6, 6 7,8 9,9 10,10 | 11,11
1 4 3 2 B 0 5 4
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1 6 3 9 7 5

Figura 2.7: Interogarea arborelui de intervale pentru minimul pe intervalul [2, §].

In Figura 2.7 sunt evidentiate (cu alt background decat alb) nodurile prin care se trece
la un apel pentru intervalul [a, b] = [2,8].
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Nodurile figurate cu rosu au intersectie nevida cu intervalul [a, b] Insd nu sunt complet
incluse In el, asa ca pentru ele nu se raspunde cu informatia A[nod| ci se autoapeleaza in
fii. Din unele dintre ele se fac doua autoapeluri iar din altele doar unul, depinde de care
dintre jumatati au intersectie nevida cu [a, b].

De exemplu, cdnd pornim din nodul de sus, cu apelul initial, adica [st,dr] = [1,11], se
fac autoapeluri in ambii fii, iar cdnd ajungem in [7, 11], se mai face autoapel doar in fiul
stang, [7, 9], pentru ca doar el are intersectie nevida cu intervalul [a, b].

Cu albastru am figurat intervalele complet incluse in [a, b]. Deci, cand se ajunge cu autoa-
pel in ele se returneaza valoarea din A corespunzatoare fara sa se mai faca autoapeluri.
Se observa pe figura ca, daca pe acestea albastre le concatenam de la stanga la dreapta,
obtinem chiar intervalul [a, b].

Acum ne punem problema: cat de multe pot fi intervalele prin care trece un autoapel
(adica in total cele rosii si cele albastre)? De numarul lor depinde timpul de executare,
iar noi ne dorim ca el sa fie de ordin logaritmic.

Din aceasta figura pare ca numarul de intervale implicate este mare raportat la numarul
total de intervale. Dar asta pentru ca avem un n mic iar intervalele aflate mai sus sunt
desenate ,mai late”. Dar sa vedem o figura mai in ansamblu.

Figura 2.8: Descompunerea in intervale pentru n = 8.

Este esential de observat ca sub intervalele colorate cu albastru nu mai avem culori.
Semnificatia este ca nu se mai ajunge cu autoapelul in intervale de sub acestea. Practic,
pentru fiecare valoare din intervalul de query se ajunge doar pana la cel mai
inalt nod din AINT care o contine si care este complet inclus in intervalul de
query [a,b]. Retinem in mod special aceasta observatie, esentiala in intelegerea situatiei
cu update pe interval, despre care am mai amintit si pe care o vom explica ulterior
(tehnica numita ,lazy update”).

Observam ca este o singura linie (nivel) pe care se afla doua dreptunghiuri rosii. Celelalte
linii pe care sunt doua dreptunghiuri colorate au proprietatea ca unul dintre ele este
colorat cu albastru, adica cel dinspre mijloc. Ce se intampla de fapt 7 Odata facuta
ramificarea pe un nivel, pe nivelele de mai jos in care se mai fac doua autoapeluri, se
intAmpla ca unul dintre cele doua (cel dinspre mijloc, adica din dreapta daca am mers la
ramificare pe ramura din stanga, si cel din stanga, daca am mers la ramificare pe ramura
din dreapta) reprezinta un interval al AINT-ului complet inclus in [a, b], deci din el se va
raspunde direct cu valoarea (A[nod]) fara a se mai face autoapeluri.

Daca am figura mai contractat nodurile, am observa si mai bine ce se intampla de fapt.

Nu e obligatoriu ca ramificarea sa se faca de pe primul nivel, dar de acolo unde se face, se
va merge n jos pe doua ramuri, iar pe fiecare dintre acestea va fi cel mult un nod in care
se mai fac doua autoapeluri si in plus, in fiecare astfel de caz, unul dintre autoapeluri
returneaza direct valoarea.

36



o O 0O Q
A O O A

Figura 2.9: Pe fiecare nivel sunt vizitate cel mult patru noduri.

Astfel, de pe fiecare nivel se pot vizita maxim 4 noduri. Pe de alta parte, numarul
de niveluri este maxim 1 + log, n. Obtinem timp de calcul logaritmic.

Prezentam mai jos o sursa care rezolva problema enuntata la inceput. Un enunt complet
al acesteia se afla pe pbinfo.

using namespace std;

ifstream fin ("aemi.in");
ofstream fout("aemi.out");

int A[4*DIM];
int n, m, a, b, t, i, minim;

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
fin>>A[nod];
} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);
}
}

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a <= st && dr <= b) {
minim = min(minim, A[nod]l);
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} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
query(2*nod, st, mid, a, b);
if (b > mid)
query (2*nod+1, mid+1, dr, a, b);
}
}

void update(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (st == dr) {
A[nod] = b;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
update(2*nod, st, mid, a, b);
if (a > mid)
update (2*nod+1, mid+1l, dr, a, b);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);
}
}

int main () {

fin>>n;
build(i, 1, n);
fin>>m;
for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t>>a>>Db;
if (¢ == 1) {
minim = INF;
query(1l, 1, n, a, b);

fout<<minim<< g
} else {
update(l, 1, n, a, b);
}
}
return O;
}

2.3 Folosirea arborilor de intervale atunci cand avem
update pe un interval cu mai mult de un element
(tehnica ,lazy update”)

La problema anterioara, chiar daca interogarea se poate face pe un interval, operatia

de actualizare a fost data pentru un singur element. Acum rezolvam problema in care

operatia de actualizare este de forma: 2 a b x, cu semnificatia: ,toate elementele aflate
in V' pe pozitii de la a la b inclusiv primesc valoarea z”.

Pornind de la ce avem deja, am putea folosi functia update (scrisa mai sus) pentru fiecare
element din intervalul [a, b].
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for (i=a;i<=b;i++)
update(l, 1, n, i, x);

Avem astfel O(nlog, n) pe update, dar noi am promis O(log,n).

Alta varianta ar fi ca la functia update sa facem cam ca la query si sa mergem pana la
frunze.

void update(int nod, int st, int dr, int a, int b, int x) {
if (st == dr) {
Alnod] = x;
} else {
int mid = (st+dr)/2;
if (a <= mid)
update(2*nod, st, mid, a, b, x);
if (b >= mid+1)
update(2*nod+1, mid+1l, dr, a, b, x);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);

Practic avansam peste tot pana ajungem la frunze, avand grija sa reconstituim nodurile
interioare, adica dupa autoapeluri. Din pacate, ajungem sa actualizam fiecare frunza
individual, iar numarul acestora este de ordin n.

Solutia optima se obtine pornind de la cea de mai sus plus cateva observatii pentru a nu
mai ajunge la frunze. Acest lucru se obtine oprindu-ne mereu cu actualizarea la intervalele
complet incluse in [a,b], adica la cele figurate cu albastru pe desenele anterioare, la
explicatiile despre operatia de interogare.

Imediat apare insa Intrebarea: dar ce se intampla daca dupa un astfel de update apare
un query (sau un alt update) strict in interiorul unui astfel de interval pentru care nu am
mers si in fii?

Mai precis, daca pe exemplul initial facem o operatie de tipul 2 3 8 4 (adica toate valorile
din intervalul de indici [3, 8] devin 4), arborele nostru ar arata:

1
1,11
0
2 3
1,6 7,11
1 0
4 5 6 7
1,3 4, 6 7,9 10, 11
1 4 0 4
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6, 6 7,8 9,9 10,10 || 11,11
1 4 3 2 4 0 5 4
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1 6 3 9 7 5

Figura 2.10: Actualizarea V[3...8] + 4.
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Adica valorile setate pentru intervalele in care se descompune [a, b] sunt actualizate la 4,
insa cele de sub ele raméan cu valorile anterioare. Acest lucru ar face ca un query pentru
pozitia 5, spre exemplu, sa dea valoare gresita, 9 (acest query ar ajunge chiar in acea
frunza pentru care valoarea acum nu mai este corecta).

Pentru a rezolva problema, vom retine suplimentar in fiecare nod al arborelui de intervale
un flag (valoare care poate fi 0 sau 1) iar cdnd acesta este marcat la 1 semnifica faptul
ca s-a facut in intervalul reprezentat de acel nod o actualizare care nu a mai fost trimisa
fillor. In momentul in care se trece in jos printr-un nod, vom verifica valoarea flagului
si in cazul in care el este 1, Inainte sa facem autoapel In unul sau in ambii fii ai nodului
curent, vom transmite valoarea din nod in ambii sai fii si vom seta la 1 flagul din acestia,
facand totodata 0 flagul din nodul prin care am trecut.

Aceste operatii se executa in timp constant, deci nu afecteaza complexitatea, iar prezenta
flagului anunta ca valorile din nodurile de sub un nod cu flagul 1 nu sunt neaparat reale,
dar ele pot fi actualizate cand este nevoie de ele, intrucat orice apel porneste de sus in
jos si poate afla valoarea flag-ului pentru nodurile prin care trece.

Arborele nostru, dupa update-ul de mai sus, pentru care figuram in fiecare nod si minimul
si flagul, arata astfel:

1
1,11
0,0
2 3
1, 6 7,11
1,0 0,0
4 5 6 7
1,3 4, 6 7,9 10, 11
1,0 4,1 0,0 4,0
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6, 6 7,8 9,9 10, 10 || 11, 11
1,0 A 3,0 2,0 , 1 0,0 5,0 4,0
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1,0 6,0 3,0 9,0 7,0 5,0

Figura 2.11: Actualizarea V[3...8] < 4 cu informatia lazy.

Sa presupunem ca avem mai departe un query pentru valoarea din nodul 6 (adica de
forma 1 6 6). Un apel al functiei query are nevoie de nodul 11 din A, care nu are
valoarea corecta Insa pentru a ajunge cu autoapelul la el se va trece prin tatal sau, nodul
de pe pozitia 5, care are flagul setat. Chiar daca este necesar sa se avanseze doar spre
fiul sau drept, la trecerea prin nodul 5 se va seta valoarea si flagul catre ambii fii ai sai si
se va deseta valoarea sa. Astfel rezulta arborele din figura 2.12.

Pe scurt, artificiul nostru se realizeaza In urmatorii pasi:
e se opereaza Inainte de autoapeluri;

« atat la query cat si la update, daca se intalneste un interval cu flagul 1 pentru
care sunt necesare autoapeluri:

— se seteaza la 0 flagul;

— se trimite la fii valoarea sa;
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1
1,11
0,0
2 3
1,6 7,11
1,0 0,0
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10, 11
1,0 4, [ 0, 0 4,0
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4, 5 6, 6 7,8 9,9 10,10 || 11,11
1,0 4,1 41 4,1 0,0 5,0 4,0
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1,0 6,0 3,0 9,0 7,0 5,0

Figura 2.12: Interogarea V[6] si propagarea informatiei lazy.

— se seteaza la 1 flagul fiilor;
« la update, daca se intalneste un interval [st, dr] complet inclus in [a, b]:
— se actualizeaza valoarea nodului corespunzator;
— se seteaza flagul la 1;
— nu se mai face autoapel in fii.

Prezentam mai jos rezolvarea problemei (actualizare pe interval si interogare de minim
pe interval). Enuntul complet se gaseste pe pbinfo.

using namespace std;

ifstream fin ("aimi.in");
ofstream fout("aimi.out");

struct nod {
int value;
int flag;
};

nod A[4*DIM];
int n, m, a, b, t, i, minim, x;

void build(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {
fin>>A[nod] .value;
A[nod] .flag = 0;

} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1].value);
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A[nod] .flag = 0;
}
}

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a <= st && dr <= b) {
minim = min(minim, A[nod].value);
} else {
if (A[nod].flag == 1) {
A[2*nod] .value = A[nod] .value;
A[2*nod] .flag = 1;
A[2*nod+1] .value = A[nod] .value;
A[2*nod+1] .flag = 1;
A[nod] .flag = 0;
}

int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
query(2*nod, st, mid, a, b);
if (b > mid)
query(2*nod+1, mid+1, dr, a, b);

A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1].value);
}
}

void update(int nod, int st, int dr, int a, int b, int x)
if (a <= st && dr <= b) {
A[nod] .value = x;
Alnod] .flag = 1;
} else {

if (A[nod].flag == 1) {
A[2*nod] .value = A[nod].value;
A[2*nod] .flag = 1;
A[2*nod+1] .value = A[nod].value;
A[2*nod+1] .flag = 1;
A[nod] .flag = 0;

}

int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
update(2*nod, st, mid, a, b, x);
if (b > mid)
update(2*nod+1, mid+l, dr, a, b, x);
A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1].value);
}
}

int main () {

fin>>n;

build(1l, 1, n);

fin>>m;

for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t>>a>>Db;
if (¢ == 1) {
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minim = INF;
query(l, 1, n, a, b);

fout<<minim<< g
} else {
fin>>x;
update(l, 1, n, a, b, x);
}
}
return 0O;

3

Intrucét se fac modificiri in noduri si in cazul unui query (atunci cand se trece prin cele
cu flagul 1), acestea pot afecta si minimele din nodurile de deasupra lor, asadar, si la
revenirea din autoapeluri trebuie pusa instructiunea de actualizare a valorii din nodul
curent in functie de valoarea din fii:

A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1].value);

Semnificatia flag-ului a fost descrisa conform cu specificul problemei de mai sus. In functie
de caz, putem da acestuia si alte roluri.

2.4 Folosirea arborilor de intervale pentru operatii
mai complexe

Problema: Avem un sir de numere intregi asupra caruia putem face doua tipuri de operati:

+ aflarea minimului urmata de stergerea sa (daca minimul apare de mai multe ori se
sterge doar o aparitie, cea de la indicele mai mic); lungimea sirului se actualizeaza
(scade cu 1);

e schimbarea valorii unui element dat.
Enuntul complet se afla pe pbinfo.

Daca ne spune cineva ca solutia este folosind arbori de intervale, ne putem gandi ca
apare o problema prin faptul ca se modifica lungimea vectorului de la o operatie la alta
(la stergere). Noi stim ca trebuie sa formam acelasi set de triplete (nod, st, dr) la fiecare
functie recursiva. Dar modificandu-se n, lungimea vectorului, lucrurile se deregleaza.

Pentru a evita acest lucru apelam la urmatorul truc: nu stergem efectiv elementele ci
doar le marcam drept sterse. Procedand astfel, alt lucru de care trebuie tinut cont este
ca la operatiile de actualizare se da pozitia din momentul curent, ori in urma stergerilor
anterioare ea nu mai corespunde neaparat cu cea initiala, deci trebuie aflata. De ase-
menea, In afara de minim ne mai intereseaza si cea mai din stdnga pozitie pe care el se
afla.

Pentru a indeplini toate cele de mai sus, vom tine, pentru fiecare nod din AINT (adica
pentru fiecare interval) trei valori:
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struct nod {
int minim;
int poz;
int cnt;

};

e minim reprezinta valoarea minima din intervalul corespunzator nodului;

e poz reprezinta cea mai din stanga pozitie pe care se afla minimul din interval;
aceasta valoare este relativa la dimensiunea initiala a vectorului;

e cnt reprezinta numadrul de elemente nesterse inca in intervalul corespunzator lui
nod (deci, daca acest interval este [st, dr], dr—st+1—A[nod].cnt reprezinta numarul
de elemente sterse).

Construim mai intai arborele de intervale corespunzator vectorului dat:

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {

fin>>A[nod] .minim;
A[nod] .poz = st;
Alnod] .cnt = 1;

} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;

Alnod] .poz = A[2#nod] .poz;

if (A[2*nod+1] .minim < A[nod].minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1] .poz;

}

A[nod] .cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;

Pentru operatia de interogare lucrurile sunt relativ simple: In radacind avem si minimul
si pozitia sa. Astfel, putem afisa direct valoarea A[l].minim .
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Acum trebuie sa stergem elementul de pe pozitia A[l].poz. Noi am stabilit ca vom face
o stergere logica, adica doar vom marca drept sters elementul de pe aceasta pozitie.
Aceasta marcare provoaca modificarea unor informatii din AINT (scade cu 1 valoarea
cnt din nodurile care contin pozitia de pe care stergem, dar se poate modifica si minimul
sau pozitia sa in aceste noduri).

Practic aceasta stergere este o actualizare mai speciala a valorii unui element (vom pune
in el o valoare foarte mare, dar fata de actualizarea de tipul 2, vom mai si seta la 0
valoarea cnt din nodul frunza corespunzator nodului marcat ca sters).

Vom folosi deci acelasi cod atat pentru stergerea unui element cat si pentru actualizarea
valorii unui element.

void update(int nod, int st, int dr, int poz, int x) {
if (st == dr) {
A[nod] .minim = x;
Alnod] .poz = st;
if (x == INF)
A[nod] .cnt = 0;
else
Alnod] .cnt = 1;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (poz <= mid)
update(2*nod, st, mid, poz, x);
if (poz > mid)
update(2*nod+1, mid+1, dr, poz, x);

Alnod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2#nod] .poz;

if (A[2*nod+1] .minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2%nod+1] .poz;

}

A[nod] .cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;

Pentru stergere facem apelul:

update(l, 1, n, A[1].poz, INF);

Pentru actualizare facem apelul:

fin>>p>>x;
update(l, 1, n, ?, x);

Acum mai ramane de vazut cine este valoarea 7.

Cum spuneam, la intrare ni se da o pozitie dinamica, adica tindnd cont de stergerile
anterioare, pe cand noi pastram elementele nesterse pe pozitiile lor initiale. Trebuie deci
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sa aflam pe ce pozitie se afla la un moment dat al p-lea element nesters. Pentru asta ne
vom folosi de campul ent al nodurilor din AINT.

Vom mai face o alta functie care opereaza pe AINT:

getPoz(int nod, int st, int dr, int p)

cu semnificatia: returneaza al p-lea nod nesters din intervalul [s¢, dr|, cu informatii pas-
trate In A pe pozitia nod.

Codul este mai jos:

int getPoz(int nod, int st, int dr, int p) {
if (st == dr) {
return st;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (A[2*nod].cnt >= p)
return getPoz(2*nod, st, mid, p);
else
return getPoz(2*nod+1, mid+1l, dr, p-A[2*nod].cnt);

Modul de functionare este ca la o cautare binara: Al p-lea nod nesters din intervalul
[st,dr]| este al p-lea nod nesters din intervalul [st,mid] daca in partea stdnga sunt cel
putin p noduri nesterse, respectiv al « - lea nod din intervalul [mid+ 1, dr] daca in stdnga
sunt mai putin de p noduri nesterse (unde x este egal cu p minus numarul de noduri
nesterse in fiul stang al lui nod). Practic la fiecare pas se coboara un nivel in arbore.
Toate aceste functii au timp de calcul de ordin logaritmic.

Programul complet este aici:

using namespace std;

ifstream fin ("aesm.in'");
ofstream fout("aesm.out");

struct nod {
int minim;
int poz;
int cnt;

};

nod A[DIM * 4];
int n, m, x, t, p;

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
fin>>A[nod] .minim;
A[nod] .poz = st;
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Alnod] .cnt = 1;

} else {
int mid = (st + dr)/2;
build (2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2#nod] .poz;

if (A[2*nod+1] .minim < A[nod].minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1] .poz;
}
A[nod] .cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;
}
}

void update(int nod, int st, int dr, int poz, int x) {
if (st == dr) {
A[nod] .minim = x;
Alnod] .poz = st;
if (x == INF)

A[nod] .cnt = 0;
else
Alnod] .cnt = 1;
} else {

int mid = (st + dr)/2;
if (poz <= mid)
update(2*nod, st, mid, poz, x);
if (poz > mid)
update(2*nod+1, mid+1, dr, poz, x);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2#nod] .poz;

if (A[2*nod+1] .minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2%nod+1] .poz;

}

A[nod] .cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;
T
}

int getPoz(int nod, int st, int dr, int p) {
if (st == dr) {
return st;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (A[2*nod].cnt >= p)
return getPoz(2*nod, st, mid, p);
else
return getPoz(2*nod+1, mid+1, dr, p-A[2#*nod].cnt);
}
}

int main () {
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fin>>n;
build(1, 1, n);
fin>>m;
for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t;
if (¢t == 1) {
fout<<A[1] .minim<<"\n";
update(l, 1, n, A[1].poz, INF);
} else {
fin>>p>>x;
update(l, 1, n, getPoz(l, 1, n, p), x);
}
}

return O;

2.5 Probleme propuse

e Problema Actualizare element, minim interval
o Problema Actualizare element, CMMDC interval
e Problema Descompunere in intervale

e Problema Actualizare element, stergere minim
e Problema Rest

o Problema SequenceQuery

e Problema Actualizare interval, minim interval
o Problema Hotel

e Problema Biscuiti

e Problema Eliminare

e Problema Intersectie segmente

e Problema Zoo

¢ Problema Demolish
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Capitolul 3

Determinarea celui mai apropiat
stramos comun a doua noduri
dintr-un arbore

PROF. MIRCEA ROTAR
Colegiul National ,,Samuil Vulcan”, Beius

Definitia 3.1. Fie T'= (V,U) un arbore cu radacina, unde V' este multimea nodurilor,
iar U multimea muchiilor si z,y € V doua noduri din 7. Numim cel mai apropiat
stramos comun (engl. lowest common ancestor, abr. LCA) al nodurilor x si y acel nod
z cu proprietatea ca z este cel mai indepartat nod de la radacina care are ambele noduri
ca descendenti.

Notatie. Cel mai apropiat stramos comun al nodurilor z si y este z se noteaza LC'A(z,y) =
z.

Figura 3.1: In acest arbore, LO'A(4,6) = 3, LCA(8,9) =5, LCA(1,2) =1,
LCA(6,9) =1

De retinut!

Daca notam cu nivel[z] adancimea nodului z, lungimea drumului minim dintre doua
noduri x si y este: nivel[z] 4+ nivel[y] — 2 x nivel[LC A(z,y)].
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Aplicatii

LCA are aplicatii iIn multe domenii, cum ar fi sisteme de management al bazelor de
date, procesarea limbajului natural, platforme pentru controlul versiunilor (de exemplu,
GitHub, GitLab, BitBucket).

3.1 Tehnici de determinare a LCA

1. Metoda de cautare simpla (naiva). Pornind de la un nod z, se poate construi o
stiva cu toti stramosii sai. Se face acelasi lucru pentru nodul y. Cel mai apropiat
stramos comun se va gasi comparand aceste stive. Aceasta metoda are o complexi-
tate de O(n) pentru arborele cu n noduri.

2. Metoda preprocesarii si a interogarii rapide. Folosind tehnici precum Sparse Ta-
ble sau Segment Tree, se poate determina LCA in timp constant dupa o preprocesare
in O(nlogn).

3. Algoritmul Tarjan's offtine LCA. O metoda offline pentru gasirea LCA pentru
mai multe perechi de noduri simultan avand complexitatea O(nlogn + Qlogn).

3.1.1 Metoda de cautare simpla (naiva)

Descriere

Putem observa din definitie ca LCA a doua noduri z si y nu este altceva decat nodul de
intersectie a lanturilor de la  si y la nodul radécina. In arborele din Figura 3.1, lanturile
de la 7 si 6 la nodul radacina au prima lor intersectie la 3. Prin urmare, LC'A(7,6) = 3.
Putem calcula lanturile folosind DFS si gasim intersectia folosind o abordare bazata pe
stiva sau folosind o abordare recursiva. Aceasta este solutia generalda (naiva) si are o
complexitate O(n) timp si O(n) spatiu.

Vectorul de tati asociat arborelui este:

i |12
adjli] | 0 3

345 6 7 89
1 21 3 2 5 5
Tabela 3.1: Vectorul de tati adj pentru arborele DF'S din Figura 3.1.

Drumurile de la z la radacina, respectiv de la y la radacina se construiesc in stivele
urmatoare:

Cat timp varfurile celor doua stive coincid, se considera ca respectivul varf este LCA.
Ultimul varf eliminat este LC A(x,y).

Mai jos este codul pentru abordarea iterativa folosind stive.
Implementare

int findLCA(int x, int y, vector<int>& adj) {
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Stiva Stiva
x_path  y_path

B

Figura 3.2: Stivele de stramosi pentru nodurile 7 si 6.

Stiva Stiva
r_path  y_path

[ [eo]e] -]

Pas 1:
LCA(7,6) =varf =0

Stiva Stiva
x_path  y_path

Pas 2:
LCA(7,6) =varf =1

Stiva Stiva
x_path  y_path

5]
6]

Pas 3:
LCA(7,6) =varf =3

Figura 3.3: Determinarea LCA pentru nodurile 7 si 6.

int root = 0;
stack<int> x_path, y_path;

while (x != root) {
x_path.push(x);
x = adj[x];

}

x_path.push(x);

while (y != root) {
y_path.push(y);
y = adjlyl;

}

y_path.push(y);

int lca

= —]_;

while ((!x_path.empty() && !y_path.empty()) &&
(x_path.top() == y_path.top())) {

lca =

x_path.top();

x_path.pop();
y_path.pop();

}

23



return lca;

}

Complexitatea algoritmului

Construirea lantului de la nodul x la radacina are o complexitate de O(n) in cazul cel mai
defavorabil, unde n este adancimea maxima a arborelui. Construirea lantului de la nodul
y la radacina are, de asemenea, o complexitate de O(n) in cazul cel mai defavorabil.

Compararea celor doua stive pentru a gasi ultimul nod comun are o complexitate de O(n)
in cazul cel mai defavorabil, deoarece fiecare nod este comparat o singura data.

Prin urmare, complexitatea totala a timpului pentru functia findLcA este O(n).

Complexitatea spatiu

Stiva x_path poate avea maximum n elemente. Stiva y_path poate avea, de asemenea,
maximum n elemente. Prin urmare, complexitatea totala a spatiului pentru functia
findLCA este O(n).

3.1.2 Metoda preprocesarii si a interogarii rapide
Descriere

Algoritmul utilizeaza tehnica tabelului rar (Sparse Table) pentru a determina cel mai
mic stramos comun (LCA) al doui noduri intr-un arbore. In faza de preprocesare, se
construieste o matrice parent , unde parent[il[j] indica al 2" lea stramos al nodului j.
Aceasta permite sa ,sarim” in arbore cu pasi exponentiali, optimizand cautarea.

In functia LCA, se ajusteaza adancimile nodurilor u si v pentru a fi egale, apoi se par-
curg stramosii acestora in paralel pana cand se gaseste un stramos comun. Datorita
preprocesarii, interogarile LCA sunt raspunse rapid, in timp logaritmic.

Implementare

const int MAXN = 100005;
const int LOG = 20;

int parent [LOG] [MAXN];
int depth[MAXN];

void preprocess(int n) {
for (int i = 1; i < LOG; i++)
for (int j = 1; j <= n; j++)
if (parent[i - 11[jD)
parent[i] [j] = parent[i - 1] [parent[i - 1][jI1];
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int LCA(int u, int v) {

if (depth[u] < depth[v]) swap(u, v);

for (int 1 = LOG - 1; i >= 0; i--)
if (depth[u] - (1 << i) >= depthl[v])
u = parent[i] [ul;

if (u == v) return u;

for (int i = LOG - 1; i >= 0; i--) {
if (parent[i] [u] && parent[i] [u] != parent[i][v]) {

u = parent[i] [u];
v = parent[i] [v];
}
}
return parent [0] [u];

Complexitatea algoritmului

Functia preprocess are doua bucle imbricate, fiecare avind o complexitate de O(logn)
si O(n) respectiv. Complexitatea totala pentru preprocess este O(nlogn).

Functia Lca are doua bucle separate, fiecare avand o complexitate de O(logn). Com-
plexitatea totald pentru LcA este O(logn). Prin urmare, dupa o preprocesare initiala de
O(nlogn), putem raspunde la interogarile LCA in O(logn).

3.1.3 Algoritmul Tarjan's offline LCA

Descriere

Algoritmul Tarjan's offline LCA identifica cel mai mic stramos comun (LCA) pentru mai
multe perechi de noduri intr-un arbore. Acesta foloseste tehnica ,, Union-Find” pentru
a gestiona seturile disjuncte de noduri. Algoritmul presupune ca toate interogarile LCA
sunt cunoscute in avans (de aceea se numeste ,offline”).

In timpul parcurgerii arborelui, fiecare nod este marcat ca vizitat. Cand se ajunge la un
nod, se verifica daca nodurile asociate cu interogarile sale au fost vizitate. Daca au fost
vizitate, LCA pentru acea pereche de noduri poate fi determinat.

Algoritmul se bazeaza pe o parcurgere in adancime a arborelui, explorand fiecare nod
si muchie o singura data. Pe masura ce fiecare nod este vizitat, acesta este adaugat
la structura Union-Find si stramosul sau este actualizat. Cand ambele noduri dintr-o
pereche de interogare au fost vizitate, LCA-ul lor poate fi identificat imediat folosind
informatiile stocate In structura Union-Find.

Algoritmul este eficient si poate procesa simultan mai multe interogari LCA.
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Implementare

#include <vector>
#include <map>
using namespace std;

const int MAXN = 100005;

// Arborele reprezentat prin liste de adiacentd; adj[t] retine vecinit
// nodului %
vector<int> adj[MAXN];

// Map care stocheazd interogarile LCA. Pentru fiecare pereche de noduri
//(u, v), map-ul va contine LCA-ul lor dupd ce algoritmul este exzecutat.
map<pair<int, int>, int> queries;

// Vector care stocheazd parintele direct al fiecaruti nod %n structura //Union-Find.
int parent [MAXN];

// Vector care indica daca un nod a fost vizitat in timpul parcurgerii DFS.
bool visited[MAXN];

// Vector care stocheazd stramosul direct al fiecaruti nmod %n arbore.
int ancestor [MAXN];

// Functia find pentru structura de date Unton-Find.
// Returneaza reprezentantul setului %n care se afld nodul z.
int find(int x) {
if (parent[x] != x) {
parent [x] = find(parent([x]);
}
return parent[x];

3

// Functia union pentru structura de date Union-Find.
// Uneste seturile a doud noduri T St Y.
void unionSet(int x, int y) {

int rootX = find(x);

int rootY = find(y);

if (rootX != rootY) {

parent [rootY] = rootX;

}

3

// Algoritmul Tarjan LCA.
// Calculeazd LCA pentru toate perechile de noduri specificate In map-ul //queries.
void tarjanLCA(int u) {

visited[u] = true;

ancestor[u] = u;

// Parcurgerea in addncime a arborelut.
for (int v : adj[ul) {
if (lvisited[v]) {
tarjanLCA(v);
unionSet (u, v);
ancestor[find(w)] = u;
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for (int v : queries[u]) {
if (visited[v]) {

queries[{u, v}] = ancestor[find(v)];
}
}
3

int main() {

tarjanLCA(1);
return O;

}

Complexitatea algoritmului

Functia find are o complexitate medie de O(logn) datorita compresiei caii, dar in
practica este foarte rapida si se apropie de O(1) pentru majoritatea cazurilor. Functia
unionSet are, de asemenea, o complexitate medie de O(logn). Functia tarjanLCA par-
curge fiecare nod si fiecare muchie o singura data, avind o complexitate de O(n+m), unde
n este numarul de noduri si m este numarul de muchii (in cazul unui arbore, m =n—1).

Pentru fiecare nod, se pot verifica toate interogarile asociate acestuia, ceea ce adauga o
complexitate de O(Q), unde @ este numarul total de interogari.

Prin urmare, complexitatea totala a algoritmului este O(nlogn + @Qlogn) in cazul cel
mai defavorabil, dar In practica, datorita eficientei structurii de date Union-Find, este
mult mai rapida si se apropie de O(N + Q).

3.2 Probleme

3.2.1 Problema binary_ tree (pbinfo)

Se dau un arbore binar complet infinit cu radacina in nodul 1 in care pentru orice nod
i fili sai sunt nodurile 2¢, respectiv 2i + 1 si @) perechi de numere (u,v). Se cere s se
afle pentru fiecare pereche lungimea celui mai scurt drum (ca numar de muchii) dintre
nodurile v si v din arbore.

Date de intrare

Programul citeste de la tastatura numarul @), iar apoi () perechi de numere naturale,
fiecare pereche pe céte o linie.
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Date de iesire

Programul va afisa pe ecran pentru fiecare pereche (u,v) distanta dintre nodurile u si v
din arbore.

Restrictii si precizari
e 1< Q <100000

e 1 <w,v<2000000000

Solutie

Pentru un arbore binar complet infinit, relatia dintre un nod si fiii sai este data de faptul
ca, pentru un nod ¢, fiul stang este 2¢ si fiul drept este 2¢ + 1. Pentru a gasi cel mai mic
stramos comun (LCA) dintre doud noduri, se foloseste faptul ca parintele unui nod ¢ este
i/2. Solutia propusa urmareste urmatoarea logica: pentru doua noduri u si v, daca u este
mai mare decat v, le inversam. Apoi, mergem la parintele nodului v si incrementam un
contor. Repetam acest proces pana cand nodurile devin identice, adica am gasit LCA.
Numarul de muchii dintre u si v este egal cu numarul de pasi facuti pentru a ajunge de
la u si v la LCA.

Implementare

using namespace std;

int lca(int u,int v){
int so0l1=0;
while(u!=v){

if (v<u)
swap (u,v) ;
v=v/2;
++so0l;
}
return sol;

}

int main(){

ios_base::sync_with_stdio( K
cin.tie(nullptr); cout.tie(nullptr);
int q,u,v;
cin>>q;
while(q--)

{cin>>u>>v; cout<<lca(u,v)<< i}
return 0O;
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Complexitatea

Complexitatea algoritmului este O(qlogn).

3.2.2 Problema Triplet Min Sum (csacademy)

Avem un arbore cu N noduri. Raspundeti la () interogari de tipul: date fiind trei noduri
distincte A B C, gasiti nodul D astfel incat suma distantelor de la D la A, B si C sa fie
minima.

Date de intrare

Prima linie contine doua numere intregi, N si (). Fiecare dintre urmatoarele N — 1 linii
contine doua numere intregi, reprezentand doua noduri care impart o muchie. Fiecare
dintre urmatoarele () linii contine trei numere Intregi A, B si C.

Date de iesire

Pentru fiecare interogare, afisati doua numere pe o linie distincta: nodul D si suma
distantelor de la D la A, B si C.

Indicatii

Este important sa alegem nodul D astfel incat sa se afle pe toate cele trei drumuri intre
A—B, A—C'si B—C'. Exista intotdeauna un singur nod care respecta aceasta proprietate,
deci raspunsul este unic.

Daca alegem o radacina pentru arborele nostru (sa spunem nodul 1, alegerea nu conteaza
cu adevarat), nodul D va fi cel mai mic stramos comun (LCA) pentru cel putin una dintre
cele trei perechi. De obicei exista doua LCA-uri distincte, in acest caz ne intereseaza cel
de la un nivel mai mare.

Dupa ce gasim nodul D, mai trebuie sa gasim distantele de la D la A, B si C'. Distanta
dintre doua noduri X si Y este egala cu Nivel[X] + Nivel[Y] — 2 - Nivel[LCA(X,Y)].

Implementare

using namespace std;

const int Nmax = 1leb + 5;
const int logNmax = 18;

int depth[Nmax] ;

int pos[Nmax];

int euler[2 * Nmax];

int rmq[logNmax] [2 * Nmax];
int 1[2 #*Nmax];

int euler_count;
vector<int> v[Nmax];
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Funciia DFS se folosegste pentru a construi arborele Euler st adancimea
fiecaruti nod.

- Sirul euler stocheaza ordinea modurilor vizitate.
- Sirul pos stocheaza pozitia fiecarui nod in arborele Euler.

Addncimea fiecarui nod este calculatd in functie de addncimea parintelut
sau.
*x/
void DFS(int x, int p) {
euler [++euler_count] = x;
pos[x] = euler_count;
if (p) {
depth[x] = depth[p] + 1;
}
for (auto &it: v[x]) {
if (it 1= p) {
DFS(it, x);
euler [++euler_count] = x;

* ¥ % %X ¥ ¥ *x %

X
b
3
VLS
* Functia LCA este pentru a gast cel mai mic stramos comun (LCA) dintre doud
* nodurt folosind arborele Euler st RM{ (Range Minimum Query).
*
* Se foloseste tehnica de a "sari" in arbore cu pasi exponentiali pentru a
* gasi LCA iIntr-un mod eficient.

*%/
int LCA(int x, int y) {
if (pos[x] > poslyl) {
swap(x, y);
}
int dif = posl[y] - pos[x] + 1;
int log_dif = 1[dif];

int best = rmql[log_dif] [pos[x]];

if (depth[ rmqllog_dif] [pos[x] + dif - (1 << log_dif)] ] < depthl[best]) {
best = rmq[log_dif] [pos[x] + dif - (1 << log_dif)];

}

return best;

3

// Functie pentru a calcula distanta dintre doud nodurt
int dist(int x, int y) {

return depth[x] + depthly] - 2 * depth[LCA(x, y)I;
3

Jk*
* Initializare pentru LCA folosind RMG (Range Minimum Query).

* Construieste arborele Euler si pregateste tabelul RM pentru interogari
* rapide.
*%/
void initLCA() {
DFS(1, 0);
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for (int i = 2; i <= euler_count; ++i) {
1[i] = 1[4 / 2] + 1;
}
for (int i = 1; i <= euler_count; ++i) {
rmq[0] [i] = euler[i];
+
for (int j = 1; (1 << j) <= euler_count; ++j) {
for (int i = 1; i <= euler_count; ++i) {
rmq[jl1[i] = rmq[j - 1][i];
if (i + (1 << (j - 1)) <= euler_count) {
if (depth[rmq[j-1]1[1i + (1 << (j-1))]1] < depth[rmq[jl[il]) {
rmq[jI[i] = rmq[j - 1]J[1 + (1 << (G - 1))];

int main() {
int n, q;
cin >> n >> q;

for (int i = 1; i < n; ++i) {
int x, y;
cin >> x >> y;
v[x] .push_back(y);
v[y] .push_back(x) ;
}

initLCAQ);

while (q--) {
int a, b, c;
cin >> a >> b >> c;

int best = LCA(a, b);
int best_sum = dist(best, a) + dist(best, b) + dist(best, c);
int crt = LCA(a, c);
int crt_sum = dist(crt, a) + dist(crt, b) + dist(crt, c);
if (crt_sum < best_sum) {
best = crt;
best_sum = crt_sum;
}
crt = LCA(b, c);
crt_sum = dist(crt, a) + dist(crt, b) + dist(crt, c);
if (crt_sum < best_sum) {

best = crt;
best_sum = crt_sum;
}
cout << best << << best_sum << ;
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}

return O;

}

Complexitate

Complexitatea algoritmului este O(N log N 4+ Q log V).
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Capitolul 4

Range minimum query (RMQ)

PROF. MARIUS NICOLI
Colegiul National ,Fratii Buzesti” Craiova
Centrul de Pregatire pentru Performanta in Informatica Craiova

4.1 Prezentarea problemei

Se da un sir de valori numerice si mai multe interogari ce presupun aflarea minimului
pentru secvente oarecare din sir.

Notam cu v tabloul in care se memoreaza elementele sirului si cu n numarul de elemente.
Presupunem ca acestea sunt stocate incepand cu pozitia 1. Notam cu m numarul de
interogari si consideram ca fiecare dintre acestea este precizata prin indicii de inceput si
de final ai secventei, notati st si dr (st < dr).

Observam ca intrebarile se pun fara ca Intre timp sirul sa se mai modifice. Incadram deci
problema la capitolul ,joperatii statice pe siruri”.

Solutie

Solutia bruta presupune ca la fiecare interogare sa determinam minimul din secventa
data, printr-o parcurgere de la indicele st la indicele dr.

fin>>n>>m;

for (i=1; i<=n; i++)
fin>>v[i];

for (i=1; i<=m; i++) {
fin>>st>>dr;

minim = INF;
for (j=st; j<=dr; j++)
if (v[j] < minim)
minim = v[j];
fout<<minim<< g

Timpul de calcul este de ordinul O(n x m), iar pe date mari programul va rula lent.
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O solutie mai buna se poate obtine folosind arbori de intervale. Structura de date nece-
sita Insa cunostinte de programare mai avansata si ofera timp de calcul de O(log n) pentru
fiecare interogare, precum si timp de calcul de O(nlogn) pentru pregatirea structurii.

Prezentam in continuare o solutie care necesita o preprocesare cu O(nlogn) timp si
memorie, dar pentru care rezultatul la fiecare intrebare se poate obtine in timp constant.

Intrucat elementele vectorului nu se mai modifica in timpul interogarilor, putem reorga-
niza de la inceput datele intr-un mod convenabil tipului nostru de interogari (minim pe
secvente).

Probabil ne gandim mai intai la sume partiale. Daca am fi avut nevoie de sume pe
secvente, puteam precalcula un sir de sume partiale (s[i] = suma elementelor din v de la
pozitia 1 la pozitia i) si la fiecare interogare am fi raspuns in timp constant (s[dr] — s[st —
1]). Calculul lui s ar necesita timp constant, realizdndu-se la citire printr-o instructiune
suplimentara de atribuire (s[i] = s[i — 1] + v[i]).

Fiind vorba despre minime, realizarea de ,minime partiale” nu ne-ar ajuta. Minimul din
secventa de la 1 la ¢ s-ar obtine usor, minim|i] = min(v[i], minim[i — 1])) dar nu ne-ar fi
util pentru a obtine minimul din secventa de la st la dr (nu putem decide minimul din
secventa folosind minim/[dr] si minim/[st], ca in cazul sumei).

Vom folosi alta abordare, care ne ofera timp de executare constant pentru fiecare inte-
rogare. Pentru fiecare pozitie ¢ din v, vom calcula mai multe minime. Pentru fiecare
secventa de lungime putere de 2 care incepe la pozitia ¢, vom calcula minimul dintre
elementele ei.

De exemplu, pentru datele de intrare: n =11 si v = (4,2,7,8,3,5,9,1,6,2,9), si pentru
pozitia 3 (acolo unde este valoarea 7) vom calcula 4 valori:

 minimul unei secvente de lungime 1 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7), cu valoarea
7
« minimul unei secvente de lungime 2 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8), cu

valoarea 7;

« minimul unei secvente de lungime 4 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8, 3, 5), cu
valoarea 3;

« minimul unei secvente de lungime 8 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8, 3, 5, 9,
1, 6, 2), cu valoarea 1.

Deci, pentru fiecare pozitie din v vom avea maximum log, n minime de calculat (atatea
puteri de 2 sunt mai mici sau egale cu n).

Astfel, vom obtine o matrice r[p|[i] = minimul din v pentru elementele dintr-o secventa
de lungime 27 care incepe la pozitia 1.

Valorile de pe linia 0 a acestei matrice vor fi minimele unor secvente de lungime 1 care
incep In sirul dat la indicele din dreptul valorii, valorile de pe linia 1 reprezinta minimele
unor secvente de lungime 2, cele de pe linia 2 reprezinta minimele pentru secvente de
lungime 4 etc.

Pentru vectorul v exemplificat mai sus, matricea r ar fi:
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TU42783591629
2 |4 2 78 35916 29
2l |2 2 7335 1 12 2 9
2 122 331111229
2% 111111111229

Tabela 4.1: Matricea r corespunzatoare vectorului V.

Deci indicii de coloana reprezinta indici din v, adica pozitii unde incep secventele de
lungime putere de 2 pentru care se calculeaza minime. Indicii de linie reprezinta exponenti
ai puterii de 2 ce da lungimea secventelor pentru care se stocheaza informatii pe acea linie.
O alta observatie: elementele de pe linia 0 a lui r sunt chiar elementele sirului dat.

Promitem asadar ca daca am reusi sa memoram minime pentru un numar de O(nlogn)
secvente dintre cele aproximativ n? cite sunt in total, am putea apoi sd aflim minimul din
oricare alta secventa in timp constant (fara repetitii suplimentare la fiecare interogare).

Sa vedem mai departe cum realizam acestea. Mai Intai vom arata cum construim valorile
din r, iar n etapa a doua vom arata cum ne folosim de r pentru a realiza interogarile.

Modul de calcul pentru r

Linia 0 o initializam cu valorile sirului de la intrare. In practica putem face asta direct
de la citire, astfel nici nu mai e nevoie de declararea vectorului v.

int r[17][100010];

fin>>n;

for (i=1; i<=n; i++)
fin>>r[0] [1];

Observam modul in care declaram matricea in care structuram datele pentru RMQ (nu-
marul de linii este de O(logn) unde n este numarul de coloane).

Pentru a construi elementele de pe celelalte linii este esentiala urmatoarea observatie:
orice secventd pentru care calculim minimul pe linia 7 (deci care are lungimea 2°) se
obtine concatenand doua secvente pentru care avem informatii pe linia ¢ — 1 (deci de
lungime 2°71).

Pentru o mai buna intelegere este utila analizarea datelor din urmatorul tabel:

NOl42 7835916209
20 14 2 7 8 3ONEN 2 9
20 |2 2 733511229
22 12 2 3 3 111229
22 |11 111112209

Tabela 4.2: Relatia intre valorile din matricea r.
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Concret, elementul 7[3][2] trebuie s memoreze minimul din toata secventa hasurata sus,
adicad de lungime 2° si care incepe la pozitia 2. Aceastd secventd este formata din cea
de lungime 22 care incepe la pozitia 2 si din cea de lungime 22 care incepe la pozitia 6.
Minimele din aceste doua jumatati ale ei se afla in elementele 7[2][2] respectiv 7[2][6].
Asadar, valoarea r[3][2] = min(r[2][2], 7[2][6]).

Privind la general, un element de pe linia p se calculeaza ca minimul a doua elemente de
pe linia p — 1.

rlp][i] = min(r[p — 1][i], r[p — 1][i + 2" — 1])

Avand deja linia 0 cunoscuta nu ne ramane decat sa calculam valorile linie cu linie, in
ordinea crescitoare a indicilor de linii. Valoarea 2P~! se poate calcula direct folosind
operatorul de deplasare la stdnga pe biti (1 << (p-1) ).

O ultima observatie Inainte de a prezenta secventa de cod: la determinarea minimului
dintre cele doua elemente de pe linia anterioara trebuie sa ne asiguram ca exista cel din
dreapta, fiind suficient sa testam ca i + (1 << (p-1)) sa fie mai mic sau egal cu n.

for (p=1; (1<<p) <= n; p++)
for (i=1; i<=n; i++) {
rlpl[i] = rlp-1]1[i];
if (i +(1<<(p-1))<=n && rlpl[i]l > rlp-11[i+ (1<<(p-1))1)
rlpl[i] = rlp-11[i + (1<<(p-1))];

Ca detaliu de implementare, am putea stoca intr-o variabila valoarea coloanei elementului
din dreapta de pe linia anterioara, astfel obtinem un cod mai clar si mai rapid.

for (p=1; (1<<p) <= n; p++)
for (i=1; i<=n; i++) {
rlpl[i] = rlp-11[il;
int j = i +(1<<(p-1));
if (j<=n && r(pl[i] > rlp-11[jD)
rlpl [i] = rlp-11[jl;

Este acum mai vizibil ca am construit o structura de date care ocupa memorie de
O(nlogn) si timpul de executare pentru acest lucru este de acelasi ordin.

Trecem acum la etapa a doua, sa vedem cum folosim structura construita. Noi primim
la fiecare interogare capetele unui interval, [st,dr| care, evident, nu este neaparat de
lungime putere de 2.

O prima idee ar fi si descompunem numarul L = dr — st + 1 (lungimea intervalului) in
baza 2, adica scriindu-1 ca suma de puteri de 2, putem sa aflam minimul sau folosind
minimele din intervalele corespunzatoare, acestea fiind de lungime putere de 2 (deci le
regasim in r). Descompunerea unui numar in baza 2 are insa timp de calcul de ordin
logaritmic, ori noi ne-am propus sa raspundem la fiecare interogare in timp constant.

Pentru acest lucru, sa consideram cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala decat
L (notam cu len aceasta valoare). Aceasta putere de 2 este totodata mai mare decat
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jumatatea lungimii intervalului (altfel nu ea ar fi cea mai mare putere de 2 mai mica sau
egala cu L, ci dublul ei). Acum sa consideram, intervalul de lungime len care incepe la
pozitia st si pe cel de lungime len care se termina la pozitia dr.

st dr —len +1 st+len —1 dr

i : : :

hd

len = 2¢

len = 2¢

Figura 4.1: Acoperirea unui interval cu blocuri de dimensiune putere a lui 2.

Aceste doud intervale acopera in intregime intervalul [st, dr], iar faptul ca se suprapun la
mijloc nu ne incurca. Pentru fiecare dintre cele doua intervale noi avem céate un element
in r unde este stocat minimul secventei corespunzatoare.

Sa notam cu e exponentul puterii lui 2 egala cu len: 2° = [en.

Elementul din r care stocheaza minimul din secventa care incepe la pozitia st si are
lungimea 2¢ este r[e][st] iar elementul care stocheaza minimul din secventa de lungime
len care se termina la pozitia dr este rle][dr — 2° + 1]. Formula provine din faptul ca
noi trebuie sa indicam Inceputul secventei (care are lungimea len si se termina la pozitia
dr) - nu uitam ca len este o putere de 2. Astfel, la o interogare de forma: care este
minimul din secventa care incepe la pozitia st si se termina la pozitia dr, raspunsul este:
min(r[e|[st], r[e][dr — 2¢ 4+ 1]), adica minimul dintre doua valori precalculate deja anterior.

Ultimul lucru care ne mai Incurca este: cum aflam valoarea e (exponentul celei mai mari
puteri de 2 mai mica sau egala cu o valoare data).

O prima solutie ar fi sa ne folosim de functii de calcul al logaritmului care se gasesc In
biblioteca de functii matematice. Acestea implica operatii cu numere reale si sunt in
general lente, lucru vizibil mai ales daca sunt apelate de multe ori.

Solutia pe care noi o alegem este sa precalculam valorile e pentru fiecare numar de la 1 la
n. Astfel, vom construi un vector E, in care E[i] = exponentul celei mai mari puteri de
2 mai mica sau egala cu i. E[i| = 1+ E[i/2]. Intuitiv este destul de evident (la dublarea
valorii, exponentul puterii lui 2 creste cu 1). Pornind cu E[1] = 0, putem calcula dinainte
vectorul E ca o etapa de precalculare:

E[1] = 0;

for (i=2; i<=n; i++)
E[i] = 1 + E[i/2];

Implementare

Programul complet este:
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using namespace std;
ifstream fin ("rmg.in");
ofstream fout('"rmg.out");
int r[17][100010];
int E[100010];
int n, m, i, j, st, dr, minim, p, e, len;
int main () {

fin>>n>>m;

for (i=1;i<=n;i++)

fin>>r[0] [i];

for (p=1; (1<<p) <= m; p++)
for (i=1;i<=n;i++) {
ripl[i] = rlp-11[il;
j=i+ (1<<(p-1));
if (j <= n & rlpll[il > rlp-11[jD
r[pl [i] = rlp-11[j];
}
E[1] = 0;
for (i=2;i<=n;i++)
E[i] = 1 + E[1/2];

for (i=1;i<=m;i++) {
fin>>st>>dr;
e = E[dr-st+1];
len = (1<<e);
fout<<min(r[e] [st], rle] [dr-len+1])<<"\n";

4.2 RMQ 2D

Vom aplica tehnica folosind o problema de pe infoarena.ro, devenita clasica: Plantatie.

Avem data o matrice si interogarile sunt submatrice patratice ale ei pentru care trebuie sa
determinam elementul maxim (evident ca structurile pot fi folosite la fel si pentru maxim
si pentru minim).

Vom nota cu A matricea data (pentru simplitate, in problema plantatie ea este patratica,
cu n linii si n coloane). Pentru o interogare vom folosi notatia (i, 7, lat) cu semnificatia:
sa se determine valoarea maxima din submatricea patratica avand coltul stanga-sus (i, j)
si latura lat.

In etapa de precalculare, pentru fiecare pozitie (4,j) din matricea datda A, vom calcula
maximele din toate submatricele patratice care au coltul stanga sus in (7,7) si care au
latura putere de 2. Vor fi log, n astfel de submatrice.

Asadar vom avea o matrice tridimensionala de dimensiune n x n X log, n.

Asa cum la cazul unidimensional pentru fiecare pozitie de ¢ determinam minimele din
secvente care Incep la pozitia 7 si au lungime putere de 2, la cazul bidimensional pentru
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fiecare pozitie (4,j) din matrice determinam maximele din toate submatricele patratice
care au coltul stdnga-sus (i, j) si au laturi cu lungimea putere de 2.

Pentru o mai buna intelegere, sa exemplificam. Fie matricea A:

33 3 3 3 3 3 3 3 r[0][3][2] = OB
333333333 r[1][3][2] = 5
3SPIY 3 3 3 3 3 3 rl2[3][2] = 7
3'5 3 46 3 3 3 3 r[3][3][2] = 8
333333533
73 733333 3
73 3 333 3 3 3
333333328 3
2 3 3 3 8 3 3 3 3
333333333
1 33133323

Tabela 4.3: Matricea r corespunzatoare matricei A.

In partea dreaptd avem toate valorile calculate pentru submatrice cu coltul stAnga-sus in
pozitia (3,2).

Pentru a realiza precalcularea ne folosim de aceeasi observatie ca si la vectori: o putere
de 2 se poate compune din exact doua puteri de 2 cu exponent cu 1 mai mic. Aici un
patrat cu latura putere 27 il vom descompune in cele 4 ,sferturi” care sunt fiecare patrate
de laturg 21,

Astfel,
rlp — 1[a][],
] = {72~ 201
Pl s
T[P— 1[i +2071[j + 207

Extinzand de la vectori, ne imaginam ca structura este formata din log, n matrice (fiecare
de n x m) una peste alta, si un element al unei matrice (aflat pe pozitia p in sirul
matricelor) se calculeaza in functie de 4 elemente ale matricei anterioare (cea de pe
pozitia p — 1).

Matricea 0 este chiar matricea data (valorile corespund unor submatrice patratice de
latura 1 = 2°).

Pentru a le calcula pe celelalte una din cealalta avem urmatorul cod in care implementam
cele spuse mai sus.

for (int p=1,lat=2; lat<=n; p++,lat*=2){
for (int il=1; il<=n-lat+1; il++){
for (int ji=1; jil<=n-lat+1l; jil++){
i2=i1+(lat>>1);
j2=j1+(lat>>1);
rp] [i1]1[j1] = maxim(
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rlp-1]1[111[j1]1,
rlp-11[i2] [j1]1,
rlp-11[i1]1[j2]1,
rlp-11[i2] [j21));

Ca detaliu de implementare, am ales ca in primul for sa calculam simultan puterea de
2 si exponentul.

Odata realizata precalcularea vom folosi un rationament similar pentru a raspunde la
interogare. Reluam contextul: avem precalculat tabloul tridimensional r si avem o in-
terogare de forma (i, 7, L) care specifica o submatrice patratica de latura L si care are
coltul stanga sus (7, j) pentru care dorim sa aflaim minimul.

Vom considera len = cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala cu L (notam cu e
exponentul acestei puteri). Vom determina minimul cerut folosind 4 valori din r care
corespund la 4 submatrice patratice de laturd 2°7! si care se suprapun peste colturi
ale submatricei patratice de latura L pe care facem interogarea. Evident ca aceste 4
submatrice se suprapun eventual In mijloc dar acest lucru nu ne incurca, este important
ca ele asigura minimul din toata submatricea de dimensiune L si cd nu iau in calcul
elemente din afara ei.

len

len = 2¢

L

Figura 4.2: Acoperirea cu submatrice patrate de dimensiune putere a lui 2.

Implementare

using namespace std;

int n,m,i1,i2,j1,j2,1at,L,1len,k;
int r[10] [DIM] [DIM];
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int E[DIM];

inline int maxim(int a, int b){
return (a>b 7 a : b);

}

int main(){
ifstream fin("plantatie.in");
ofstream fout('plantatie.out");
fin>>n>>m;
for (int i=1;i<=n;i++){
for (int j=1;j<=n;j+H){
fin>>r[0] [i] [];
}
}
for (int p=1,lat=2; lat<=n; p++,lat*=2){
for (int il=1;il<=n-lat+1;il++){
for (int jl=1;jl<=n-lat+1l;ji++){
i2=i1+(1lat>>1);
j2=j1+(lat>>1);
r[pl [i1]1 [j1] = max(
max(r[p-11[i1]1 [j1]1,r[p-11[i2]1 [j11),
max (r [p-1] [i1] [j2],r[p-1] [12] [j2])
)§

}

+

E[1] = 0;

for (int i=2;i<=n;i++)
E[i] = 1 + E[i/2];

for (;m;m—-){
fin>>i1>>j1>>L;
k = E[L];
len = (1<<k);

i2 = il+L-len;

j2 = jl+L-len;

fout<<max (
max (r[k] [i1] [j1],r (k] [i1]1[j2]),
max (r[k] [i2] [j1],r[k] [i2] [j21)

)<<H\nn;
}
return O;
}
Complexitate

In concluzie avem o complexitate timp de O(n?log,n) in etapa de preprocesare (+me-
morie de acelasi ordin) dar obtinem timp constant de raspuns la interogari.
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4.3 RMQ 2D cu interogari pe dreptunghiuri

Asa cum este scris In titlu, diferenta fata de problema anterioara este ca avem interogare
pe un dreptunghi si nu pe un patrat.

Vom face analiza folosind problema Euclid de pe infoarena.

Se da o matrice cu m linii si n coloane (cu elemente naturale) si trebuie sa determinam
un dreptunghi cu A linii si w coloane In care cmmdc al tuturor elementelor sale sa fie cat
mai mare posibil.

Este acum ocazia sa subliniem ca trucul de RMQ functioneaza nu numai la maxime
si minime pe scevente ci si la cmmdce (precalculam cmmde pentru toate secventele de
lungime putere de 2).

Revenind la problema pe care o analizam in acest paragraf, va invitam sa studiati in
primul rand descrierea oficiala a solutiei sale, foarte frumoasa, care se gaseste pe infoarena.

Venim si noi aici, in continuare, cu cateva explicatii. O prima abordare este sa construim
un tablou cu 4 dimensiuni, in care un element D[i][j][e;][e;] reprezinta informatia dorita
(cmmdc la noi) pentru un dreptunghi ce are coltul stanga-sus la linia ¢ si coloana j si care
are 2% linii si 2% coloane. Astfel, daca avem o interogare pe o submatrice cu A linii si w
coloane, ne intereseaza cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala cu h (sa notam e,
exponentul ei) si cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala w (notam e,, exponentul ei).
Pentru a afla cmmdec pentru un dreptunghi de dimensiuni (h,w) ne intereseaza valorile
precalculate din cele 4 dreptunghiuri de dimensiuni (2°»,2) suprapuse peste colturile
dreptunghiului de la interogare.

La aceasta solutie avem nevoie de memorie de O(m x n x log, m x log, n). Timpul de
calcul este de acelasi ordin, in etapa de preprocesare.

A doua abordare reduce cu un log factorul de timp si de memorie.

In prima etapi vom calcula informatii pentru secvente de lungime putere de 2 pe linii
si apoi determinam cmmdc din toate secventele de lungime w, pe linii. Deci nu mai
gandim cmmdc pe submatrice ci doar pe vectori (tratam fiecare linie ca pe un vector).
Asadar putem obtine o structura L in care L[i|[j] = cmmdc al elementelor din secventa
de lungime w care Incepe pe linia ¢ la coloana j. Deci fiecare element din L tine acum
informatia dintr-o secventa de lungime w din matricea data. Ramane acum sa aplicam
asupra matricei L acelasi rationament, dar pe coloane si ne intereseaza cmmdc pe scevente
de lungime putere de 2 pe coloane din L si in final obtinem cmmdc pe secvente de lungime
h pe coloane din L si evident solutia este maximul dintre cmmdc din aceste secvente.

Implementare

using namespace std;

int D[9] [DIM] [DIM];

int L[DIM] [DIM];

int E[DIM];

int m, n, h, w, i, j, t, e, sol, T;
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int cmmdc(int a,

{

3

int r;

while (b)

{
r = akb;
a = b;
b =r;

¥

return a;

int maxim(int a,

{

3

return a > b 7

int main ()

{

FILE *fin =
FILE *fout

int b)

fopen("euclid.in","r");
fopen("euclid.out","w");

/// precalculare: E[t1] = exponentul celet mai mari
/// puteri de 2 mai micd sau egald cu ©

E[1] = 0;

for (i=2; i<=400; i++)
E[i] = 1 + E[i/2];

fscanf (fin,"%d",&T) ;

for (t = 1; t<=T; t++)

{
sol = 0;

fscanf (fin, "%d%d%d%d" ,&m,&n,&h,&w) ;
for (i=1; i<=m; i++)
for (j=1; j<=n; j++)

{

}

fscanf (fin,"%d",&D[0] [i]1 [j1);

/// calculam in D cmmdc pentru secvente
/// de lungime putere de 2, pe linit

; (1<<e) <= n; e++)

for (i=1; i<=m; i++)

for (j=1; j<=n; j++)

for (e=1

{

D[e]l[i][j] = Dle-11[i1[j];
if (j+(1<<(e-1)) <= n)
Dle] [i][j] = cmmdc(D[e-1][i][j]1,

}

Dle-11[i] [j+(1<<(e-1))1);

/// interogam D si obtinem %n L cmmdc pe secvente

/// de lungime w, pe linit

for (i=1; i<=m; i++)
for (j=1; j+w-1<=n; j++)

{

e = E[w];

L[i][j]

cmmdc (D[e] [1] [j], Dlel [i] [j+w - (1<<e)]);
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/// aplicam asupra lut L (care practic a contractat
/// rezultatul de pe w coloane %n una singura) acelas?
/// rationament dar pe coloane
/// obtinem in D cmmdc pe secvente din L
/// de lungime putere de 2, pe coloane
for (i=1; i<=m; i++)
for (j=1; j+w-1<=n; j++)
D[OI[il1[j] = L[i1[3j];
/// interogand noul D pe secvente de lungime h
/// st luand mazimul dintre rezultate,
/// obtinem rezultatul
for (e=1; (1<<e) <= m; e++)
for (j=1; j+w-1<=n; j++)

{
for (i=1; i<=m; i++)
{
D[el[1]1[j] = D[e-11[i][j1;
if (i+(1<<(e-1)) <= m)
Dle] [i1[j] = cmmdc(D[e] [i][j],
Dle-1] [i+(1<<(e-1))1[j1);
}
}
for (j=1; j+w-1<=n; j++)
{
for (i=1; i+h-1 <= m; i++)
{
e = E[h];
sol = maxim (sol, cmmdc(D[e][i][j],
D[e] [i+h- (1<<e)]1[j1));
}
}
fprintf (fout, "Case #Jd: %d\n",t,sol);
}
return O;

4.4 Probleme propuse

e Problema Divquery

« Problema Minisecvente
e Problema Consecutivel
e Problema Excursiel

« Problema Cartita

e Problema Pian
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Tehnici de programare
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Capitolul 5

Tehnica Two Pointers

INSTR. STEFAN DASCALESCU
stefdasca.ro
Centrul Judetean de Excelenta Neamt

5.1 Introducere

Tehnica Two pointers este o tehnica pe care o putem folosi in foarte multe tipuri de
probleme in care avem de cautat subsecvente cu diverse proprietati, conditia principala
fiind aceea ca vrem sa gasim o pereche de valori sau de indici ce respecta anumite reguli,
fara sa depasim o anumita valoare sau o anumita conditie. Aceasta tehnica apare in
foarte multe tipuri de probleme ce se dau la concursurile de informatica, de foarte multe
ori reprezentand o optimizare la posibile solutii cu cautare binara sau alte structuri de
date ce ar adauga un factor de complexitate in plus la solutie.

In articol voi incepe prin a explica tipurile de probleme unde putem folosi Two pointers,
urmand ca apoi sa prezint cateva probleme de diverse dificultati, explicand principalele
strategii de abordare a acestor tipuri de probleme si punand accentul si pe implementari
clare, care au drept scop evitarea greselilor tipice cand vine vorba de implementarea
acestei metode.

Pentru a folosi aceasta metoda, e nevoie sa stapanim lucrul cu secvente si ideal si cautarea
binara, deoarece pentru multe dintre exemplele ce vor fi mentionate, exista solutii si
folosind acest algoritm. Nu in ultimul rand, pentru anumite probleme e posibil sa fie
nevoie de structuri de date aditionale, cum ar fi map sau set .

In ceea ce priveste modul in care incepem implementarile, avem doua tipuri majore de
implementari, in functie de algoritm. Merita mentionat faptul ca acesti pointeri sunt de
fapt variabile corespunzatoare indicilor din vector la care ne aflam la momentul respectiv.

In primul rdnd, vorbim de problemele in care vrem si plecim de la prima pozitie si
sa procesam secventele care respectd o anumita proprietate monotona (crescatoare sau
descrescatoare). In acest caz, vom avea ambii pointeri cu indexul de inceput de la 1 si
vom avansa cu pointerul din dreapta atata timp cat inca se mai respecta conditia ceruta
din enunt.
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De asemenea, mai exista probleme In care plecam cu pointerul stang de la prima pozitie
si cu pointerul drept de la ultima pozitie si vrem sa mergem cu acesti pointeri in directii
opuse, deoarece cautam o proprietate ce are o variatie descrescatoare fata de scopul
problemei.

5.2 Aplicatii

5.2.1 Problema Subarray Sums

Dat fiind un vector cu n elemente numere naturale, determinati numarul de subsecvente
din vector pentru care suma elementelor este egala cu .

Date de intrare

De pe prima linie se citesc valorile n si . Pe cea de a doua linie se afla n numere naturale,
separate prin spatiu, ai, as, ..., a, reprezentand elementele vectorului.

Date de iesire

Afisati numarul de subsecvente cu suma elementelor egala cu x.

Restrictii si precizari
e 1 <n <200000

e 1<z,a; <10° pentru 1l <i<n

Exemple

Intrare Iegire

57
24127

Solutie

Pentru a rezolva aceasta problema, trebuie sa ne folosim de faptul ca toate numerele din
sirul dat sunt pozitive. Astfel, vom putea afla pentru fiecare pozitie de Inceput a sirului,
care este pozitia cea mai din dreapta pentru care suma valorilor din acel interval sa fie
mai mica sau egala cu x. Daca acea suma este egala cu x, vom incrementa raspunsul.
Vom avea grija la fiecare pas, inainte de a incrementa variabila st, sa scadem valoarea
a,t din suma curenta.

Implementare

using namespace std;

int n, v[200002], x, st = 1, dr = 1, sum, ans;
int main()

{

cin >> n >> x;
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for (int 1 = 1; i <= n; i++)
cin >> v[il;

while (st <= n)
{

while (dr <= n && sum < x)

{
sum += v[dr];
dr++;
¥
if (sum == x)
ans++;
sum -= v[st];
st++;
¥
cout << ans;
return O;

3

5.2.2 Problema Sum of Two Values

Se da un vector cu n valori pozitive si o valoare x. Scrieti un program care sa determine
doua valori aflate pe pozitii distincte care adunate sa dea suma x.

Date de intrare

De la intrare se citesc valorile n si , apoi o succesiune de n numere reprezentand ele-
mentele vectorului.

Date de iesire

Afisati pe ecran doua numere separate prin spatiu, reprezentand pozitiile celor doua valori
determinate. Daca exista mai multe solutii, poate fi afisata oricare dintre acestea. Daca
nu exista nicio solutie, afisati mesajul IMPOSSIBLE.

Restrictii si precizari
e 1<n<2-10°

e 1<z,a; <10 pentrul <i<n

Exemple

Intrare Iegire
24

N
~ 00

Solutie

Pentru a rezolva aceasta problema, trebuie sa folosim o varianta diferita a tehnicii celor
doi pointeri. Astfel, de data asta vom Incepe cu pointerul p; de la pozitia 1 si cu pointerul
p2 la pozitia n. Pe parcurs, vom avea trei cazuri in functie de suma a,, + a,,. Daca gasim
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doua pozitii cu suma valorilor egala cu x, afisam pozitiile respective, altfel modificam p,
sau p, dupa caz. Daca nu gasim nicio solutie, afisam IMPOSSIBLE.

Implementare

using namespace std;
int n, x, a[200002], b[200002];
int main()
{int 1i;
cin >> n >> x;
for (i = 1; i <= n; ++i)
{
cin >> alil;
b[i] = alil;
}

sort(a+l, a+n+1);
int pl1 = 1, p2 = n, valA, valB;

while (pl < p2)

{
if (alp1]l + alp2] == x)
{
valA = a[pi];
valB = a[p2];
for (i = 1; i <= n; ++i)
{
if (b[i] == valAh)
{
cout << i << g
valA = 0;
¥
else
{
if (b[i] == valB)
{
cout << i << 2
valB = 0;
}
}
}
return O;
¥
else
{
if (alp1] + al[p2] > x)
__p2;
else
++pl;
}
¥
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cout << ;
return O;

}

5.2.3 Problema Nane

Nane de pe Jiu, mare algoritmician fiind, va provoaca sa rezolvati o problema prea usoara
pentru el. Nane va da N numere naturale si un numar K. Numim subsecventa speciald o
subsecventa pentru care efectuand operatia OR pe biti pentru elementele din subsecventa
(s& numim aceasta operatie suma OR) obtinem un rezultat care are, in reprezentare
binara, cel mult K biti de 1. Doua subsecvente sunt diferite daca cel putin o pozitie
din una nu se regaseste in cealalta. Scrieti un program care sa determine numarul de
subsecvente speciale.

Date de intrare

Fisierul de intrare nane. in va contine pe prima linie numerele N si K, iar pe a doua linie
N numere naturale.

Date de iesire
In fisierul de iesire nane.out se va afla pe prima linie un singur numar Nr, reprezentand
numarul de subsecvente speciale.
Restrictii si precizari
« 1< N<10°
e 1<K <30

« Toate cele N numere vor fi naturale si se pot reprezenta pe 30 de biti.

Exemple

nane.in nane.out
52 6
214 3 2 10

Solutie

Pentru a rezolva aceasta problema, vom folosi metoda celor doi pointeri pentru a afla
numarul de secvente care au suma OR cu cel mult K de 1, actualizarile fiind foarte
similare cu cele de la celelalte probleme de acest tip. De asemenea, deoarece vorbim de
suma OR, trebuie sa folosim cate un vector de frecventa pentru fiecare bit pentru a evita
calculele aditionale.

83


https://www.infoarena.ro/problema/nane

Implementare

using namespace std;

int n, k, v[100002], fr[32], st = 1, dr = 1;
11 ans;

bool ok()
{int i, cnt = 0;
for (i = 0; i <= 30; ++i)
if (fr[il)
++cnt;
if (cnt <= k)
return 1;
return 0;

}

void add(int poz, int val)
{
for (int i = 0; i <= 30; ++i)
if ((vlpoz] & (1<<i)))
fr[i] += val;

3

int main()
{
ifstream cin('"nane.in'");
ofstream cout('"nane.out");
cin >> n >> k;
for (int i = 1; i <= n; ++i)
cin >> v[il;
while (st <= n)
{
while (st <= n && (dr > n || 'ok()))
{
if (ok())
{
ans += dr - st;
add(st, -1);
++st;
}
else
{
add(st, -1);
++st;
ans += dr - st;
}
}
while (dr <= n && ok())
add(dr, 1), ++dr;
}
cout << amns << '\n';
return 0;

3
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5.2.4 Problema JJOOII

Se considera un sir format din N caractere din multimea {J, O, I'}. Se numeste JOI-sir
de nivel K un sir format din K litere J, K litere O si K litere I (in aceasta ordine). De
exemplu, JJOOII este un JOI-sir de nivel 2. Bitaro doreste sa transforme sirul S intr-un
JOI-sir de nivel K, utilizand urmatoarele 3 operatii, de oricate ori si in orice ordine:

e Operatia 1: Bitaro sterge primul caracter din S;
o Operatia 2: Bitaro sterge ultimul caracter din .S

+ Operatia 3: Bitaro sterge un caracter din interiorul lui S (care nu este nici primul
nici ultimul).

Deoarece operatiile de tip 3 necesita mult timp, Bitaro doreste sa transforme sirul S
intr-un JOI-sir de nivel K folosind un numar minim de operatii de tip 3.

Scrieti un program care, cunoscand N, S si K, determina numarul minim de operatii de
tip 3 necesare pentru a transforma sirul S intr-un JOI-sir de nivel K. Daca acest lucru
nu este posibil, programul va afisa valoarea -1.

Date de intrare

De la intrare se vor citi de pe prima linie numerele naturale N si K, iar de pe a doua
linie sirul S.

Date de iesire

La iesire veti afisa o singura linie, pe care va fi scris rezultatul la cerinta din enunt.

Restrictii si precizari
« 3 < N <200000
e« 1<K <N/3

Exemple
Intrare Iesire Explicatii
10 2 2 Se poate obtine un JOI-sir de nivel 2
0JIJOIOIIJ executand urmatoarele operatii:

o Operatia 1: sirul S devine JIJOIOIIJ.
e Operatia 2: sirul S devine JIJOIOII.
e Operatia 3: se elimina al doilea caracter
si sirul S devine JJOIOII.
e Operatia 3: se elimina al patrulea carac-
ter si sirul S devine JJOOII.
Este imposibil sa obtinem un JOI-sir de nivel
2 utilizand mai putin
de doua operatii de tip 3.
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Solutie

Pentru a rezolva aceasta problema, va trebui mai intai sa aflam unde sunt situate literele
J, OsiIinsirul S. Ulterior, pe masura ce fixam secventele de K de J, avem pointeri care
duc la secventele corespunzatoare de O si I din celelalte doua siruri, calculele ulterioare
devenind destul de usoare.

Implementare

using namespace std;
int vj[200001], vo[200001], vi[200001];
int 1j, lo, 1i;
int main()
{int n, k, i;
cin >> n >> k;

string s;
cin >> s;
for (i = 0; i < n; i++)
{
if (s[i] == )
vil++1j] = i;
if (s[i] == )
vo[++1lo] = i;
if (s[i] == )
vi[++1i] = i;
¥

int pj =1, po =1, pi = 1, ans = n+l;
while (pj + k - 1 <= 1j & po + k - 1 <= 1o && pi + k - 1 <= 1i)

{
while (po + k - 1 <= lo && vo[po] <= vjlpj + k - 11)
pot++;
if (po + k - 1 <= 1lo)
while (pi + k - 1 <= 1i && vil[pi] <= vol[po + k - 1])
pit+;
if (pj +k - 1 <=1j & po + k - 1 <= lo && pi + k - 1 <= 1i)
{
int fi = vjlpjl;
int 1st = vi[pi + k - 1];
ans = min(ans, (1st - fi + 1) - 3 * k);
}
pjtt;
¥
if (ans == n+1)
cout << -1;
else
cout << ans;
return O;

}

5.3 Probleme propuse

o (ategoria Two pointers pe Kilonova
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» (Categoria Two pointers pe Codeforces
« Cursul Two pointers pe Codeforces (necesita inregistrare; include 19 probleme)
» Problema 3secv

e Problema JJOOII 2

e Problema Global Warming

« Problema Sirbun

e Problema Nane

e Problema Social Distancing

e Problema MooTube

o Problema Wormhole Sort

e Problema Sprinklers

e Problema Cow Dating
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Capitolul 6

Tehnica ,,Meet in the middle”

PROF. EUGEN NODEA
Colegiul National ,Tudor Vladimirescu” Targu-Jiu
Centrul Judetean de Excelenta Gorj

6.1 Introducere

Meet in the middle este o tehnica de programare folosita atunci cand datele de intrare
sunt relativ mici, dar nu suficient de mici ca sa poti folosi brute-force. Asemanator
metodei Divide et impera, metoda Meet in the middle imparte problema in doua
subprobleme (nu obligatoriu de acelasi tip) pe care le rezolva individual pentru a combina
apoi rezultatele.

6.2 Aplicatii

6.2.1 Problema MITM

Se considera un sir S de n numere Intregi si un numar natural SUM. Sa se determine
suma maxima posibila, mai mica sau egala cu SUM, care se poate obtine ca suma a
elementelor dintr-un subsir al sirului S.

Date de intrare

Programul citeste de la tastatura numarul n si SUM, apoi n numere naturale, separate
prin spatii, reprezentand elementele sirului.

Date de iesire

Programul va afisa pe ecran numarul smax, reprezentand suma maxima posibila, mai
mica sau egala cu SUM ce se poate obtine ca suma a elementelor unui subsir al sirului
dat.
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Restrictii si precizari
e 3<n <40
e 0K SUM <108

e —1012 < S; <102, pentrul1 <i<n

Exemple
Intrare Tesire Explicatii
5 20 19 Suma maxima mai mica sau egala decat 20
510 6 8 3 este 19 si se formeaza din 10, 6 si 3.
Solutie

O abordare brute-force ar presupune generarea tuturor sumelor subsirurilor de elemente
din S si determinarea subsirului de suma maxima, mai mica sau egala cu SUM.

Complexitatea timp a unei astfel de abordari ar fi de O(2").

Ce se intdmpla daca Impartim sirul S in doua siruri A si B cu cite n/2 elemente fiecare?
Problema se reduce la determinarea tuturor sumelor subsirurilor de elemente ale sirului
A si retinerea lor intr-un vector, fie el X, vector ce contine 2"/2 elemente. In mod similar
procedam si cu sirul B, retinand sumele in vectorul Y. Complexitatea timp a fost astfel
reduss la O(2"/2).

Vom combina rezultatele retinute in cei doi vectori pentru a gdasi suma maxima mai
mica sau egala cu SUM. Pentru aceasta, sortam crescator vectorul Y care retine sumele
generate pentru subsirul B. Vom lua fiecare element x din vectorul X si cautam binar in
vectorul Y elementul y maxim astfel incat x +y < SUM.

Cautarea binara reduce astfel complexitatea timp de la O(2") la O(2"/2log 2/2), care de
fapt este O(n - 27/2).

Implementare

using namespace std;

long long X[mmax], Y[nmax], A[21], B[21], SUM;

void genset(long long v[], long long x[], int n)
{
for (int i = 0; i < (1<<n); i++)
{
long long s = O;
for (int j = 0; j < n; j++)
if (A & (1 << j§))
s += v[jl;
x[i] = s;
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}
int main()
{

int n, i, nl1, n2;

cin >> n >> SUM;

nl =n/ 2;

n2=n-n/2;

for(i = 0; i < nl; i++)
cin > A[il;

for(i = 0; i < n2; i++)
cin >> B[i];

genset(A, X, nl);
genset (B, Y, n2);

nl
n2

1 << (n1);
1 << (n2);

sort (Y, Y+n2);

long long smax = O;
for (int i = 0; i < nl; i++)

{
if (X[i] <= SUM)
{
int st = 0, dr = n2 - 1, mid;
while (st < dr)
{
mid = (st + dr + 1) / 2;
if (Y[mid] + X[i] <= SUM)
st = mid;
else
dr = mid - 1;
}
if (X[i] + Y[st] <= SUM)
smax = max(smax, X[i] + Y[st]);
}
¥
cout << smax;
return O;
}

6.2.2 Problema Triplete

Se considera un sir A de n numere intregi. Sa se determine daca exista un triplet (A;,
A;, Ay) care sa verifice teorema lui Pitagora.

Restrictii si precizari

e 1<n<10°
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e 1< A; <10 pentrul <i<n

Exemple

Intrare Iegire

Explicatii

6 DA
31046 13 8

Alegem tripletul 10, 6 si 8.

Solutie

Abordarea brute-force (naiva): Calculam toate combinatiile tuturor tripletelor ce se
pot forma cu elementele din tablou. Complexitate O(n?).

Abordarea eficienta: Vom optimiza abordarea naiva folosind tehnica Meet in the
middle pentru a obtine o complexitate de calcul mai buna.

o Construim un alt vector cu patratele elementelor B; = A; x A;, pentru 1 <7 < n.

e Sortam crescator vectorul B.

 Folosim trei indici 4, j, k (three pointers).

o Fixam valoarea cea mai mare a formulei lui Pitagora prin indicele i, fie acesta B;.

« Vom incerca sa gasim elementele B; + B, = B; plecand cu indicii 7 =0, k =4 — 1.

Complexitate: O(n?).

Implementare

int A[NMAX], B[NMAX];
int n;
bool triplet()
{
int i, j, k;
for (i = 0; i < n; i++)
B[i] = A[i] = A[il;

std::sort(B, B+n);

for (i =n - 1; i >= 2; i--)
{
j =0, k=i-1;
while (j < k)

{
if (B[j] + B[k] == B[il)
return 8
if (B[j] + B[kl < B[il)
jtts;
else
k--;
}
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return ;

}

6.2.3 Problema Maximum Subsequence

Se considera un sir A de n numere intregi si o valoare intreaga m. Sa se determine un
subsir al sirului A, avand indicii by, ba, ..., b (1 < by < by < ... < by < n) astfel Incat
suma valorilor din subsir modulo m sa fie maxima. Subsirul determinat poate fi vid.

Date de intrare

Programul citeste de la tastaturd numerele n si m, apoi n numere naturale, separate prin
spatii, reprezentand elementele sirului.

Date de iesire

Programul va afisa pe ecran numarul smax, reprezentand suma modulo m a valorilor din
subsirul determinat (maxima posibil).

Restrictii si precizari
e 1 <n<35
e 1<m<10°

e 1< A, <10% pentrul <i<n

Exemple
Intrare Iesire Explicatii
4 4 3 Alegem subsirul cu indicii 1 si 2 avand suma
52141 elementelor egala cu 7; 7 mod 4 este 3,
maxim posibil.
Solutie

O abordare brute-force ar presupune sa generam toate subsirurile sirului A, sa calculam
sumele modulo m si sa alegem maximul. O astfel de abordare are complexitatea O(n-2").

O abordare care utilizeaza tehnica Meet in the middle ar presupune sa impartim sirul
A in doua subsiruri cu n/2 elemente, respectiv n — n/2 elemente si sa generam pentru
fiecare subsir toate sumele modulo m ale subsirurilor lor, sume pe care le vom retinem in
doi vectori z si y. Sortam vectorii z si y.

Deoarece suma a doua numere, unul aflat in vectorul z, celalalt in vectorul y, nu poate
depasi 2m, pentru determinarea solutiei vom fixa un element din z, fie acesta x4 si vom
cauta in y cel mai mare element care este mai mic decat m — x.

Complexitatea timp a fost astfel redusa la O(n - 2/2).
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Implementare

using namespace std;

int a[40], n, m, ans;
int x[1 << 20];
int y[1 << 20];

void gen(int a[], int n, int b[])
{int 1i;
for (i

0; i < n; i++) b[l << i] = a[il;

for (i = 0; i < (1 << n); i++)
blil (b[i - (1 & -i)] + bl[i & -i]) % m;

}
int main()
{int 1i;
cin >> n >> m;
for (i = 0; i < n; i++)

{
cin > alil;
alil %= m;
}
int n1 =n / 2;

int n2 = n-nl;
gen(a, nl, x);
gen(a + nl, n2, y);

sort(x, x + (1 << n1));
sort(y, y + (1 << n2));

int st, dr = (1 << n2) - 1;
for (st = 0; st < (1 << nl); st++)

{
while (x[st] + y[dr] >= m)
{
dr--;
}
ans = max(ans, x[st] + yldrl);
}
cout << ans;
return O;
}

6.2.4 Problema Prime Gift

Se considera un sir de n numere prime distincte ordonate crescator P = (P, Ps, .., P,) si
un numar natural nenul k.

Cerinta

Sa se determine al k-lea cel mai mic numar natural astfel incat toti factorii primii ai sai
sa se gaseasca in sirul P.
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Date de intrare

Pe prima linie se afla numarul natural n, pe cea de a doua linie se afla cele n numere
prime din sirul P, iar pe ultima linie se afla valoarea k.

Date de iesire

Afisati pe ecran al k-lea cel mai mic numar astfel Incat toti factorii primii ai numarului
sa se gaseasca in sirul P.

Restrictii si precizari

1<n<16

1< P <100, pentrul <7< n

Se garanteazd ca rezultatul nu depdseste 108,

Numerotarea se face Incepand cu 1.

Exemple
Intrare Tesgire Explicatii
3 8 Lista primelor 7 numere care au toti factorii
235 primi in sirul 2,3,5 este
7 1,2,3,4,5,6,8
Solutie
Este usor de observat ca toate aceste numere pot fi reprezentate ca P* - Py? - --- - P,

Notadm cu D(P) multimea numerelor care nu depasesc 10'™, numere pentru care toti
factorii primi se afla In multimea P.

Vom imparti multimea P in doua submultimi disjuncte A si B. Deoarece fiecare element
al multimii D(P) poate fi reprezentat ca produs dintre un element din D(A) si un element
din D(B), generam multimile D(A) si D(B), apoi sortam cele doua multimi. Pentru a
determina al k-lea cel mai mic element care are toti factorii primi in P, putem face o
cautare binara pe rezultat, folosind functia get() care determina numarul de produse
dintre un element din D(A) si un element din D(B) care nu depasesc o valoare specificata
x.

Cum gasim o partitionare optima a multimii P? Prima idee este de a plasa primele n/2
elemente din P in multimea A si restul in multimea B. Cu toate acestea, acest lucru
nu este eficient pentru ca dimensiunea aproximativa a multimii D(A) ar putea ajunge la
7-106, deci este prea mare.

Pentru a reduce dimensiunea multimii D(A), putem selecta in A elementele cu indici
pari din P, iar in multimea B elementele cu indici impari. Astfel dimensiunile multimilor
D(A) si D(B) nu depasesc 10°.

Complexitate O(log 10'® - (|D(A)| + |D(B)])).
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Implementare

using namespace std;

typedef unsigned long long int ull;
const int MaxN = 20;

int n;

int p[MaxN];

ull k, ans;

vector <ull> a, b, A, B;

ull get(vector <ull> & a, vector <ull> & b, ull x)
{

int p = a.size() - 1;

ull res=0;

for (int 1 = 0; i < b.size(); i++)

{
while (p >= 0 && b[i] * al[p] > x)
--p;
res +=p + 1;
3
return res;

}

void precalc(vector <ull> & A, vector <ull> & a, ull crt, int pos)

{

if (pos == a.size())
{
A.push_back(crt);
return;
}
do
{
precalc(A, a, crt, pos + 1);
long double val = 1.0 * crt * a[pos];
if(val <= 1e18)
crt *= a[pos];
else
break;
}
while (1);
}
int main()
{
cin >> n;
for (int 1 = 1; i <= n; i++)
{
cin > plil;
if(i & 1)
a.push_back(p[i]);
else

b.push_back(p[i]);
}

precalc(A, a, 1, 0);
precalc(B, b, 1, 0);
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sort(A.begin(), A.end());
sort(B.begin(), B.end());

cin >> k;
ull st = 1, dr = 1el8;
while(st <= dr)
{
ull mid = (st + dr) / 2;
if( get(A, B, mid) >= k )
{
ans = mid;
dr = mid - 1;
}

else
st = mid + 1;

}

cout << ans;
return O;

}

6.3 Probleme propuse

e Problema Piese

« Problema Colectie

« Problema Ecuatii

o Problema Subset Sums

e Problema CWC 2015

e Problema Robot instructions

o Problema Meet in the middle

o Problema Shortest Path using Meet In The Middle
o Problema SplitAndMergeGame

e Problema Anagram division
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Capitolul 7

Square root decomposition

PROF. EMANUELA CERCHEZ
Colegiul National ,Emil Racovita” Iasi
Centrul Judetean de Excelenta Iasi

STUD. ANDREI ONUT
Yale University
Centrul Judetean de Excelenta Prahova

7.1 Introducere

Square root decomposition este o tehnica de programare care consta in divizarea unei
structuri de date de dimensiune O(N) in blocuri de dimensiune O(v/N) si prelucrarea
fiecarui bloc in scopul determinarii unei solutii pentru intreaga structura.

7.2 Aplicatii

7.2.1 Problema Sume

Fie A un tablou cu N elemente. Asupra acestui tablou se vor executa doua tipuri de
operatii:

 Actualizare (update): U poz val, cu semnificatia ,valoarea de pe pozitia poz devine
val”,

« Interogare (query): @ st dr, cu semnificatia ,sa se determine suma elementelor din
segmentul [st, dr]”.

Segmentul [st, dr] este format din elementele Ay, Agi1, ... Agr (st este extremitatea ini-
tiala, iar dr cea finald); pozitia i apartine segmentului [st, dr] daca st <i < dr.

Se citeste o succesiune de nr operatii si se cere afisarea rezultatelor obtinute la interogari
(pe linii diferite).
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Solutie

Evident, aceasta problema poate fi rezolvata cu arbori indexati binar sau cu arbori de
intervale dar, fiind cea mai simpla posibila, o utilizam pentru exemplificarea acestei teh-
nici.

Vom diviza tabloul A in blocuri de dimensiune BLOCK _SIZE = sqrt(N), unde sqrt(x)
reprezinta cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu y/z. Pentru simplitatea cal-
culelor, vom numerota atat pozitiile in vectorul A, cat si blocurile obtinute Incepand de

la 0. Fie K indicele ultimului bloc. Fiind numerotate de la 0, vor exista K + 1 blocuri.
Este posibil ca ultimul bloc sa aiba mai putin de BLOCK SIZE clemente.

Blocul r (0 < r < K) este segmentul

[r x BLOCK SIZE min(N —1,(r +1) x BLOCK SIZE —1)]

Demonstratia se poate face usor prin inductie). Doua pozitii ¢ si j apartin aceluiasi bloc
r daca si numai daca i/ BLOCK SIZE = j/BLOCK SIZE =r.

Bloc 0 Bloc 1 Bloc 2 Bloc K
— — — =)
— - [ m + [ g +
I & + m N 3 ) = d
< = = = 2 = = A =
S| z N 8 &\ g & v A =
0 1 2 Al ¢ || F ¥ 9| x X | ¥ !
A 0 N @) Q 0 @) < Q Z
o e} 3] o) & o) o) o Q
16} = o = - = =
3 M = M X m m X m
m m X ~ X X X X
~ o] ™ K

Figura 7.1: Un vector de N elemente descompus in blocuri de lungime BLOCK _SIZE.

Cand utilizam tehnica Square root decomposition, pentru fiecare bloc retinem infor-
matii suplimentare, utile pentru determinarea rezultatului. In acest caz retinem suma
elementelor din blocul respectiv.

Atunci cand efectuam o operatie de actualizare, trebuie sa modificam informatiile cores-
punzatoare blocului in care se afli valoarea modificata. In acest caz, suma blocului in care
se afla pozitia poz va scadea cu valoarea eliminata si va creste cu valoarea adaugata, com-
plexitatea fiind O(1). Atunci cand efectuam o operatie de interogare, cumulam sumele
blocurilor aflate integral in intervalul [st, dr] (cel mult v/N sume), precum si eventualele
elementele din blocurile incomplete aflate la inceputul, respectiv la sfarsitul intervalului.
Deoarece intr-un bloc incomplet pot fi cel mult v'N elemente, complexitatea totald a unei
operatii de interogare va fi O(v/N).

Implementare
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#define S@EMAX 1002

using namespace std;
ifstream fin("date.in");
ofstream fout("date.out");

int n, nrb;

int A[NMAX]; // wvectorul dat

int sumb[SQMAX]; // tablou cu sumele calculate pe blocurs
int BLOCK_SIZE; // dimensiunea blocurilor

// Complezitate : 0(1)
void update(int poz, int val)

{
int blockNumber = poz / BLOCK_SIZE;
sumb [blockNumber] += val - A[poz];
Alpoz] = val;

}

// Complezitate: O(sqrt(n))
int query(int st, int dr)
{
int sum = 0;
//parcurgem elementele pdanad la Znceputul primuluti bloc
while (st <=dr && stBLOCK_SIZE != 0)
sum += A[st++];
//parcurgem blocurile intregi
while (st + BLOCK_SIZE- 1 <= dr)
{
sum += sumb[st /BLOCK_SIZE];
st += BLOCK_SIZE;
}
//parcurgem restul elementelor
while (st <= dr) sum += A[st++];
return sum;

}

int main()

{
int i, st, dr, val, poz, nr;
char ch;
fin>>n;

for (i=0; i<n; i++) fin>>A[i];
BLOCK_SIZE=(int) sqrt(n);
//calculam sumele din fiecare bloc

nrb=-1;
for (i=0; i<n; i++)
{

if (i%BLOCK_SIZE==0) nrb++;
sumb [nrb]+=A[i];

}

//operatis

fin>>nr;

for (i=0; i<nr; i++)

{
fin>>ch;
if (ch=='U")
{
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fin>>poz>>val;
poz--;
update(poz,val);

}
else
{
fin>>st>>dr;
st--;
dr--;
fout<<query(st,dr)<< ;
}
}
return 0;

7.2.2 Problema aib

Aveti la dispozitie un numar natural nenul n si o permutare a = (ay, as, . . . a,) a multimii
1,2,...n.

Cerinta

Pentru fiecare numar a; trebuie sa determinati cate numere mai mici decat a; se afla la
stanga sa, adica In secventa ay, asg,...a;_.

Date de intrare

Programul citeste de la tastatura numarul n, iar apoi n numere naturale separate prin
spatii reprezentand permutarea.

Date de iesire

Programul va afisa pe ecran pentru fiecare ¢, 1 < i < n, cate numere mai mici decét a;
se afla la stanga sa.

Restrictii si precizari

e 3 <n <100000

Exemple

Intrare Iesire
7 0022153
3165274

Explicatie

Sunt 0 numere mai mici decat 3 si aflate la stanga lui 3. Sunt 0 numere mai mici decat 1
si aflate la stanga lui 1 Sunt 2 numere mai mici decét 6 si aflate la stanga lui 6 (acestea
sunt primele doua numere din sir, adica 3 si 1).
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Solutie

Numele problemei sugereaza o abordare cu arbori indexati binar, dar, pentru a exemplifica
tehnica denumita Square root decomposition vom aborda problema in acest mod.

Citim succesiv valorile din permutare si construim un vector caracteristic v (v[z] = 1 daca
valoarea = a fost deja citita). Céand citim valoarea x suma elementelor de pe pozitii < z
in vectorul v reprezinta numarul de elemente mai mici decat x situate inaintea sa. Pentru
determinarea acestei sume vom proceda intr-un mod similar cu problema precedenta.

Implementare

using namespace std;

int
int
int
int
int

n, nrb;
A[NMAX];
sumb [SQMAX] ;
v [NMAX] ;
BLOCK_SIZE;

void update(int poz, int val)

{

int

int

int blockNumber = poz / BLOCK_SIZE;
sumb [blockNumber] += val - v[poz];
v([poz] = val;

query(int st, int dr)
int sum = O;

while (st <=dr && st%BLOCK_SIZE != 0)
sum += v[st++];

while (st + BLOCK_SIZE- 1 <= dr)
{
sum += sumb[st /BLOCK_SIZE];
st += BLOCK_SIZE;
}

while (st <= dr) sum += v[st++];
return sum;

main()

int i, X;

cin>>n;

for (i=0; i<n; i++) cin>>A[il;

BLOCK_SIZE=(int) sqrt(n);

for (i=0; i<n; i++)
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x=A[i];
cout<<query(1l,x-1)<<' ';
update(x,1);

¥

return 0O;

7.2.3 Problema kth

Se da un sir A ce contine N numere intregi numerotate incepand de la 1, A;, Ay, ... Ay si
doua numere naturale nenule K si L, cu proprietatea ca: 1 < K < L < N. Mihai studiaza
doar secventele de lungime L, adica secventele formate din exact L elemente situate pe
pozitii alaturate In acest sir V. El 1si poate pune urmatoarea intrebare: ,Daca as rearanja,
in ordine crescatoare, elementele secventei de lungime L care incepe la pozitia poz in sirul
A, ce valoare s-ar afla pe a K-a pozitie In cadrul secventei rezultate?”. Pentru secventa din
sir care incepe la pozitia poz si are L elemente, adica Ay, Apozt1, - - - Apostr—1, valoarea
elementului de pe a K-a pozitie in cadrul secventei este Ao, x_1.

Cerinta

Ajutati-] pe Mihai sa afle care este raspunsul corect pentru () intrebari de tipul descris
mai sus!

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare kth.in se afla trei numere naturale nenule N, K si
L, separate intre ele prin cate un spatiu, cu semnificatiile de mai sus. Pe urmatoarea linie
se afla, separate intre ele prin cate un spatiu, N numere intregi, reprezentand, in ordine,
elementele sirului A. Pe urmatoarea linie se afla numarul natural nenul @), reprezentand
numarul de intrebari formulate de catre Mihai. Pe fiecare dintre urmatoarele () linii se
afla cate un numar natural nenul poz, reprezentand pozitia de inceput a secventei de L
elemente pentru care se pune intrebarea respectiva.

Date de iesire

Fisierul de iesire kth.out va contine () linii. Pe linia ¢ se va afla un numar intreg ce
reprezinta raspunsul la intrebarea 7, in ordinea data in fisierul de intrare, pentru fiecare
01 <i<@Q.

Restrictii si precizari

« 2< N < 300000

1 <@ < 300000

—50000 < A; < 50000 pentru 1 <i < N

1 <poz < N — L+ 1 pentru fiecare dintre cele ) intrebari.
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« Valorile poz din cadrul celor () intrebari nu sunt neaparat distincte intre ele oricare
doua.

Exemple

kth.in kth.out

N
w
-

-5 214

= NN O

Explicatie

Sunt N = 5 elemente in sirul A = (4,—5,2,1,4). Pentru prima intrebare (pentru care
poz = 2), daca secventa formata din L = 3 elemente: (Ay, A3, A4) ar fi ordonata crescator,
aceasta ar deveni (—5,1,2), ceea ce Inseamna ca pe cea de a doua (K = 2) pozitie in
cadrul ei s-ar afla valoarea 1.

Solutie

O prima observatie ar fi ca valorile din sirul A sunt relativ mici, ca urmare putem construi
un vector de frecventa v[z]=numarul de aparitii ale valorii z —50000 (am translat interva-
lul de valori [-50000,50000], pe intervalul de indici [0,100000]). Vom parcurge secventele
de lungime L In ordinea crescatoare a pozitiilor de inceput. Pentru prima secventa de
lungime L determinam vectorul de frecventa v. Atunci cand trecem de la o secventa la
urmatoarea, practic eliminam din secventa un numar si adaugam altul:

Secventa care Incepe la pozitia poz Voor | Voozt1 | -+ | Vporti—1
Secventa care Incepe la pozitia poz + 1 Voort1 | -+ | Vpozti-1 | VpoztL

Pentru a determina care este cea de a K-a valoare din secventa curenta daca aceasta ar
fi sortata vom insuma valorile din vectorul de frecventa pana cand identificam valoarea
pentru care suma a devenit > K. Pentru a face suma in timp O(v/N), putem utiliza
tehnica Square root decomposition.

Implementare

using namespace std;
ifstream fin( )
ofstream fout( E

int n, K, L;

int A[DMAX];
int sumb[SQMAX];
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int v[VMAX+OFFSET]; // vectorul de frecventa
int BLOCK_SIZE; // dimensiunea blocurilor
int rez[DMAX];

// Complexitate: 0(1)
void update(int poz, int val)
//valoarea poate fi +1 sau -1 - incrementam sau decrementam
{
int blockNumber = poz / BLOCK_SIZE;
sumb [blockNumber] += val;
v[poz]+=val;

3

int kth()
//returneazd al k-lea element din secventa curenta de lungime L
{
int i=0, j, sum=0;
for (i=0; sum+sumb[i]<K; i++) sum+=sumbl[i];
//%n acest moment sum+sumb[i]>=K
//al K-lea element se afla %n blocul i, format din elementele de pe pozitiile
//1*BLOCK_SIZE, min(N-1, (%+1)*BLOCK_SIZE-1)]
for (j=i*BLOCK_SIZE; ; j++)
{
sum+=v[j];
if (sum>=K) return j-O0FFSET;
¥
return O;

3

int main()
{
int i, poz, q, maxim=0;
fin>>n>>K>>L;
for (i=0; i<n; i++)
{
fin>>A[i];
A[i]+=0FFSET;
if (A[il>maxim) maxim=A[i];
X
BLOCK_SIZE=(int) sqrt(maxim+1);
//construim vectorul de frecventa pentru prima secventa de lungime L
for (i=0; i<L; i++) update(A[i],1);

for (i=0; i<=n-L; i++)

{
//aflu rezultatul pentru secventa care incepe la pozitia 1
rez[i]l=kth();
//trec la secventa urmatoare
update (A[i],-1);
update (A[i+L], 1);
}
//citim interogarile st afisam rezultatele
fin>>q;
for (i=0; i<q; i++)
{
fin>>poz;
poz--;
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fout<<rez[poz]<<'\n';
}

return 0O;

Solutie alternativa

O abordare simpla pentru aceasta problema este de a utiliza doua structuri de tip
multiset:

« mink — aici retinem cele mai mici K valori din segmentul curent de lungime L

e maxLk — aici retinem cele mai mari L — K valori din segmentul curent de lungime
L (restul).

Cel de al K-lea element din segmentul curent de lungime L sortat este ultimul din mink.
La trecerea de la un segment la urmatorul:

o eliminam A; (cautam A; In mink si daca il gasim, il stergem; daca nu, in cautam
in max Lk si il stergem de acolo).

o adaugam A;,;; In mink daca A,y este < decat cel mai mare element din mink
(ultimul); in caz contrar il adaugam in maz Lk.

« reechilibram numeric cele doud multiseturi (mink trebuie sa contina exact K ele-
mente).

Implementare

using namespace std;
ifstream fin("kth.in");
ofstream fout("kth.out");

int n, K, L;

int A[DMAX];

int rez[DMAX];
multiset<int> mink;

multiset<int> maxLk;

int main()

{
int i, poz, q;
multiset<int>:: iterator it;
multiset<int>:: reverse_iterator rit;
fin>>n>>K>>L;
for (i=0; i<n; i++) fin>>A[i];
for (i=0; i<L; i++) maxLk.insert(A[i]);

107



for (i=0; i<K; i++)

{
it=maxLk.begin();
mink.insert (*it);
maxLk.erase(it);

for (i=0; i<=n-L; i++)

rit=mink.rbegin();
rez[i]=*rit;

it=mink.find(A[i]);

if (it!=mink.end())
mink.erase(it);

else

{
it=maxLk.find(A[i]);
maxLk.erase(it);

3

if (krit>A[i+L]) mink.insert(A[i+L]);
else
maxLk.insert (A[i+L]);

while (mink.size()<K)

{
it=maxLk.begin();
mink.insert (*it);
maxLk.erase(it);

+

while (mink.size()>K)

{
rit=mink.rbegin();
maxLk.insert (*rit) ;
it=mink.find (*rit);
mink.erase(it);

fin>>q;
for (i=0; i<q; i++)
{
fin>>poz;
poz—-;
fout<<rez[poz]<< ;
}

return O;
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7.2.4 Problema Toorcmmdc

Se da o lista, initial vida, cu numere. Toor doreste sa completeze lista aceasta, adaugand
numere pe care le considera importante pentru determinarea celui mai mare divizor comun
(cmmdc). El efectueaza asupra listei o succesiune de operatii si, dupa fiecare operatie,
doreste sa afle cmmdc-ul tuturor numerelor care sunt in lista la momentul respectiv.
Operatiile sunt de urmatoarele doua tipuri:

e +X se adauga numarul X in lista

e —X se elimind numarul X din lista

Cerinta

Cunoscand succesiunea operatiilor, sa se determine, dupa efectuarea fiecarei operatii,
cmmdc-ul numerelor aflate in lista.

Date de intrare

Fisierul de intrare toorcmmdc. in contine pe prima un numar natural N. Pe urmatoarele
N linii, se gasesc operatiile in forma descrisa in enunt.

Date de iesire

Fisierul de iesire toorcmmdc.out va contine N linii, pe care va fi scris cmmdc-ul deter-
minat dupa efectuarea fiecareia dintre cele N operatii.

Restrictii si precizari
« 1 < N < 100000
o In fiecare operatie X < 107

e Daca un numar nu se afla In lista, va fi ignorata stergerea. Daca se afla de mai
multe ori, va fi scos doar o singura data.

e Prin conventie, cmmdc-ul unei multimi cu 0 elemente este 1.

Exemple

toorcmmdc.in toorcmmdc.out

+ + + o
o N
w o N NN

Explicatie

Dupa prima operatie, lista are doar elementul 2. Dupa a patra operatie, lista are elemen-
tele 6, 12.
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Solutie

Vom citi operatiile si vom retine intr-un vector V' valorile distincte care apar in aceste
operatii. In acest mod putem identifica fiecare valoare prin pozitia sa In V' (care este un
numdr natural cel mult egal cu 10%).

Asociind fiecarei valori pozitia sa, vom putea construi un vector de frecventa fr, unde
frli]=numarul de aparitii ale valorii V'[i] in vector.

Pentru a determina cmmdc-ul valorilor existente in lista la un moment dat, vom partitiona
vectorul V in blocuri de dimensiune DIM = v/N. Blocul 1 contine pozitiile 1,2, ... DIM;
blocul al doilea contine pozitiile DIM +1,...2- DIM; ..al i-lea bloc va contine pozitiile
(t—1)-DIM +1,...i- DIM. Ultimul bloc poate fi incomplet.

Vom efectua operatiile in ordine. Daca operatia este de adaugare, verificam daca valoarea
X este la prima aparitie in lista si daca da, determinam blocul din care face parte aceasta
valoare si actualizam cmmdc pentru acest bloc (acesta va fi cmmdc dintre X si cmmdc-ul
curent al blocului).

Daca operatia este de eliminare, verificam daca exista valoarea X in lista curenta si daca se
elimina singura ei aparitie. In acest caz cmmdc-ul blocului din care face parte X trebuie
recalculat integral (parcurgem blocul si calculam cmmdc ludnd in considerare fiecare
valoare care apare in listd). Prin urmare la eliminare complexitatea este de O(v/N).

Determinarea cmmdc-ului dupa o operatie consta in determinarea cmmdc pentru toate

cmmdc-urile blocurilor (din nou O(v/N)).

Deoarece determinarea cmmdc se realizeaza dupa fiecare operatie, complexitatea efectua-
rii tuturor operatiilor va i O(N x v N).

Implementare

using namespace std;

ifstream fin("toorcmmdc.in");
ofstream fout("toorcmmdc.out");

int Q;

pair<int, int> Op[QMAX];
int B[QMAX];

int V[QMAX];

int 1gV;

int fr[QMAX];

int cmmdc_bloc[DIM + 8];
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void Citire();

int determina_bloc(int i);
void Normalizare();

int Caut(int Val);

int cmmdc(int a, int b);
void Rezolvare();

int main()

{
Citire();
Normalizare();
Rezolvare();
return 0O;

}

void Citire()
{
int i, X;
char tip;
fin >> Q;
for (i = 1; i <= Q; ++i)
{
fin >> tip >> X;
if (tip == '+")
Oplil = {X, +1};
else
Oplil = {X, -13};

Bl[i] = X; // B - wector auziliar;

}

return;

int cmmdc(int a, int b)

int r = 0;
while (b)
{

|
»
=
g

r =
a = b;
b =r;

¥

return a;

3

void Normalizare()
{
int i;
sort(B + 1, B+ Q + 1);
V[++1gV] = B[1];
for (i = 2; i <= Q; ++i)
if (B[i] !'= B[i - 1])
V[++1gV] = B[i];
}

int Caut(int Val)

//caut binar valoarea Val in vectorul V st returnez pozitia pe care se afla in vector

// respectiv O daca Val nu se afld in vectorul V
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int st = 0, dr= 1gV+l, mij;
while (dr-st>1)
{

mij = (st + dr)/2;

if (V[mij] < val)
st=mij;
else
dr=mij;
X
if (dr <= 1gV && V[dr] == Val) return dr;
return 0O;

int determina_bloc(int i)

{
if (i % DIM == 0)
return (i / DIM);
return (i / DIM + 1);
}

void Rezolvare()

{
int i, Val, poz, bloc_crt, x, rez, j;
for (i = 1; i <= Q; ++i)

{
Val = Op[il.first;
poz = Caut(Val);
if (Op[i].second == 1)
{
++fr[poz] ;
if (fr(poz] == 1)
{
bloc_crt = determina_bloc(poz);
if (cmmdc_bloc[bloc_crt] == 0)
cmmdc_bloc[bloc_crt] = Val;
else
cmmdc_bloc[bloc_crt] = cmmdc(cmmdc_bloc[bloc_crt], Val);
¥
}
else if (fr[poz] > 0)
{
--fr[poz];
if (frlpoz] == 0)
{

bloc_crt = determina_bloc(poz);

cmmdc_bloc[bloc_crt] = 0;
for (x = (bloc_crt - 1) * DIM + 1; x <= bloc_crt * DIM; ++x)
if (frlx] > 0)
if (cmmdc_bloc[bloc_crt] == 0)
cmmdc_bloc[bloc_crt] = V[x];
else
cmmdc_bloc[bloc_crt]

cmmdc (cmmdc_bloc[bloc_crt], V[x]);
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}

rez = 0;

for (j = 1; j <= determina_bloc(1lgV); ++j)
if (cmmdc_bloc[j]l != 0)

{
if (rez == 0)
rez = cmmdc_bloc[jl;
else
rez = cmmdc(rez, cmmdc_bloc[jl);
}
if (rez == 0)
rez = 1;

fout << rez << '\n';

7.2.5 Problema Mayonaka

Eudanip nu si-a rezolvat problemele de implementare care-1 bantuie de atatia ani. Pentru
a se ascunde de rusinea publica cauzata de acest fapt, el s-a stabilit In Australia, unde
lucreaza la un centru de studiu al cangurilor. Specialistii in canguri incearca sa studieze
cum se schimbé greutatea cangurilor in timp. In acest scop, ei au impartit o anumita
carare pe care calatoresc deseori canguri in NV celule. Fiecare dintre cele N celule contine
un cantar, care va Insuma masa tuturor cangurilor care pasesc pe celula respectiva. Un
cangur poate fi descris succint printr-un tuplu (z, y, salt, greutate). El va incepe calatoria
din celula z si va pasi pe celulele x +k x salt pentru toti k£ > 0 pentru care x +kx*salt < y.

Cerinta

Dandu-se un N si o lista de M canguri, Eudanip trebuie sa afle suma inregistrata pe
fiecare cantar dupa incheierea tuturor calatoriilor. El stie sa faca asta, dar a decis sa va
propuna voua problema in concurs, poate poate ia o sursa de 100 de puncte de la voi.

Date de intrare

Fisierul de intrare mayonaka.in va contine pe prima linie numerele N si M, avand sem-
nificatia din enunt. Urmatoarele M linii vor contine cate 4 numere z, y, salt, greutate
avand semnificatia din enunt.

Date de iesire

Fisierul de iesire mayonaka.out va contine N numere, reprezentand sumele inregistrate
de cantarul din fiecare dintre cele N celule, in ordine de la 1 la V.

Restrictii si precizari
e 1 <N, M < 100000

e Pentru fiecare cangur, 1 <z <y < N, 1 < salt <N —1si 1 < greutate < 10000
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mayonaka.in mayonaka.out
10 5 16 18 6 11 1321 6 8 6 1
11011
11025
2937
26 210
110 5 10
Solutie

Pentru a retine rezultatele, vom utiliza un vector rez cu N elemente, unde rez[i|=suma
greutatilor cangurilor care pasesc in celula i (1 <i < N).

Un cangur poate trece prin (y — x + 1)/salt celule. Acest numar poate fi prea mare in
cazul In care lungimea saltului este mica. Pentru a optimiza calculele, vom aplica tehnica
Square root decomposition. Sa notam cu Root = sqrt(N).

Vom imparti cangurii in doua categorii.
Categoria 1. Cangurii care au lungimea saltului > Root.

Pentru acesti canguri numarul de salturi efectuate este < v/ N, ca urmare vom efectua
salturile, adaugénd greutatea acestor canguri la rez[i] pentru toate celulele ¢ prin care
acestia pasesc.

Categoria 2. Cangurii care au lungimea saltului < Root.

Vom construi un vector V' cu Root elemente, unde V[i]=lista cangurilor care au saltul
egal cu i. Vom procesa cangurii in ordinea lungimii salturilor efectuate. Mai exact la
pasul ¢ vom parcurge lista cangurilor care au saltul egal cu ¢ (adica lista Vi]).

Pentru a determina sumele greutatilor pentru celulele pe care pasesc acesti canguri vom
adapta smenul lui Mars (adica vom utiliza un tablou de diferente). Pentru aceasta vom
utiliza tabloul Mars (care va avea dimensiunea N). Initial pentru fiecare cangur din V[i]
adunam greutatea sa la Mars[Start] unde Start punctul din care pleaca acest cangur si
scadem greutatea sa din Mars|[Final], unde Final este prima celula pe care cangurul nu
mai ajunge sa sara (fiind mai mare decat y).

Pentru a determina sumele greutatilor cangurilor cu saltul de lungime ¢ care pasesc in
celula j (i +1 < j < N) adunam la Mars[j] valoarea Mars[j — i].

Apoi adunam la vectorul rez sumele obtinute, insuménd astfel greutatile tuturor cangu-
rilor care au saltul egal cu .

Implementare
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using namespace std;

ifstream fin("mayonaka.in");
ofstream fout("mayonaka.out");

int N, M, Root;
struct Cangur
{
int X, Y, S, G;
};
Cangur C[NMAX];
vector<Cangur> V[DIM];
int Mars[NMAX], rez[NMAX];
void Citire();
void Rezolvare();

void Afisare();

int main()

{
Citire();
Rezolvare();
Afisare();
return 0O;
}
void Citire()
{
int i, j;
fin.tie(nullptr);
fin >> N >> M;
Root = (int)sqrt(N);
for (i = 1; i <= M; ++i)
{
fin >> C[i].X >> C[i].Y >> C[i].S >> C[i].G;
if (C[i].S >= Root)
for (j = C[i].X; j <= C[il.Y; j += C[i].8)
rez[j] += C[i].G;
else
V[C[i].S].push_back(C[i]);
}
}

void Rezolvare()
{
int i, j, Start, Final;
for (i = 1; i < Root; ++i)
if ('V[il.empty())

{
for (j = 1; j <= N + 1; ++j) Mars[j] = 0;
for (j = 0; j < V[i]l.size(); ++j)
{

Start = V[il [j].X;
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Final = Start + ((V[i][j].Y - Start)/i) =*i + i;
Mars[Start] += V[i]l[j].G;

if (Final <= N)
Mars[Final] -= V[i] [j].G;
}

for (j =1 + 1; j <= N; ++j)
Mars[j] += Mars[j - il;

for (j = 1; j <= N; ++j)
rez[j] += Mars[j];

}
}
void Afisare()
{
int i;
for (i = 1; i <= N; ++i)
fout << rezl[il<<' ';
fout << '\n';
}

7.3 Probleme propuse

o Problema Array Queries
o Problema Aparate
e Problema Xp
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Capitolul 8

Algoritmul lui Mo

PROF. EMANUELA CERCHEZ
Colegiul National ,Emil Racovita” Iasi
Centrul Judetean de Excelenta Iasi

8.1 Introducere

Algoritmul lui Mo este un algoritm generic, care se poate aplica problemelor de tipul
urmator:

Se considera un vector A cu N elemente si ) interogari de tipul ,,sa se determine rezultatul
unei functii Fet() , pentru intervalul [st, dr]”.

S& notam cu Fct(st,dr) rezultatul pentru o interogare pentru intervalul [st, dr].

Algoritmul poate fi aplicat doar daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:
 interogarile nu modifica tabloul;

* toate interogarile sunt cunoscute de la inceput (un algoritm care necesita o astfel
de conditie se numeste offline);

o dacastim Fct(st,dr) , putem determina Fct(st+1,dr) , Fct(st-1,dr) , Fct(st,dr+1) ,
Fct(st,dr-1) Intr-o complexitate timp O(F).

Complexitate

Algoritmul lui Mo oferi o solutie in O((N 4+ Q)v/N x F) timp cu cel putin O(Q) memorie
suplimentara.

Observatie

Conditiile 1 si 2 sunt foarte restrictive. Dar conditia 3 face ca acest algoritm sa ofere o
solutie pentru probleme care nu pot fi rezolvate Intr-un alt mod.

Daca este prea abstract, iata un exemplu:
Fie A un vector cu N elemente si () interogari. Pentru interogarea ¢ trebuie sa determinam
suma elementelor din intervalul [st;, dr;] (1 <1i < Q).
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Aceasta nu este, evident, o problema dificila si exista solutii bazate pe sume partiale,
arbori indexati binar sau arbori de intervale.

Notatii
1. Segmentul [st, dr] este format din elementele Ay, Agiyq, ..., Agr (St este extremita-
tea initiala, iar dr cea finala). Evident, pozitia ¢ apartine segmentului [st, dr| daca
st <1 <dr.

2. x/y reprezinta catul Impartirii intregi a lui z la y;
3. sqrt(x) reprezinta cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu /z;

4. pentru simplitatea calculelor, consideram pozitiile in vector numerotate incepand
cu 0.

8.2 Algoritm

e Determinam BLOCK_SIZE=sqrt(N) ;

o Reordonam toate interogarile intr-o ordine pe care o vom denumi ordinea lui Mo,
definita astfel:
segmentul [st1,drl] va fi Inaintea segmentului [st2, dr2] daca si numai daca
st1/BLOCK_SIZE < st2/BLOCK_SIZE
sau
st1/BLOCK_SIZE==st2/BLOCK_SIZE && drl < dr2

o Parcurgem interogarile in ordinea lui Mo. Sa presupunem ca interogarea curenta
este [st,dr]. Executam urmatoarele operatii:

— cat timp mo_ dr < dr, extindem segmentul Mo curent la [mo__st,mo_dr +1];

— cat timp mo_ dr > dr, reducem segmentul Mo curent la [mo_ st,mo_dr — 1];

cat timp mo__st > st, extindem segmentul Mo curent la [mo_st — 1, mo__dr];

— cat timp mo_ st < st, reducem segmentul Mo curent la [mo_ st + 1,mo_ dr].

Observatii

1. Pasul 4 necesitda O((|mo_st — st| + |mo_dr — dr|) x F) timp, deoarece fiecare
extindere/reducere este executata in O(F') timp.

2. La acest pas, dupa toate tranzitiile, mo st = st si mo_dr = dr, prin urmare am
calculat Fct(st,dr) .

Complexitate timp

Consideram ca vectorul A este o succesiune de segmente disjuncte de dimensiune BLOCK SIZFE,
pe care le vom denumi blocuri, ca in Figura 8.1.

Observatia 1. Fie K indicele ultimului bloc. Fiind numerotate de la 0, vor exista K + 1
blocuri. Este posibil ca ultimul bloc sa aiba mai putin de BLOCK SIZE elemente.

118



Bloc 0 Bloc 1 Bloc 2 Bloc K

i — i —
— — I & + I a +
I & + & N & ol — g
g |l N |la Nl @ |l = N a0 5
N %) N 7 M‘ n n v Ul‘ -
% L] @ | | | 5 |
0 1 2 || x | O IS i 3 || X
e %) > %) Q 0 9) = 9 Z,
0 Q O Q A Q Q o e
(e} [ o [ [ [ n
2 M | m X M m X
M M X ~ X X X X
~ ™ o) X

Figura 8.1: Un vector de N elemente descompus 1n blocuri de lungime BLOCK__SIZE.
Observatia 2. Blocul r (0 < r < K) este segmentul

[r x BLOCK SIZE,min(N —1,(r 4+ 1) x BLOCK SIZE —1)]

Demonstratia se poate face usor prin inductie.

Observatia 3. Doua pozitii ¢ si j apartin aceluiasi bloc r dacd si numai daca

i/BLOCK SIZE = j/BLOCK SIZE =r

Observatia 4. Notam (),=multimea interogarilor [st, dr| pentru care st/ BLOCK SIZE =
r (deci interogarile pentru care extremitatea initiala apartine blocului 7). Evident, @,
poate fi vidd. In ordinea lui Mo, interogirile vor fi plasate in ordinea crescitoare a blo-
curilor si pentru orice bloc 7, interogarile din (), vor fi consecutive si vor fi in ordinea
crescatoare a extremitatilor finale. Deci, cand vom procesa interogarile in ordinea lui
Mo, mai Intai procesam interogarile din )y, apoi toate interogarile din ¢); s.a.m.d pana

la Q K-

Observatia 5. La pasul 4 in algoritmul lui Mo, complexitatea timp a schimbarii valorii

mo__dr este O(NV/N).

Demonstratie. Sa presupunem ca am inceput sa prelucram interogarile din ), si deja am
prelucrat prima interogare din @),. Sa notam aceasta interogare [st, dro]. Prin urmare,
In acest moment mo_dr = drg.

Interogarile din @), sunt ordonate crescator dupa extremitatea finala, deci drg < dry <
-+ < drig,|-1, unde dro,dry, ..., dr|g, -1 sunt capetele din dreapta ale interogarilor din

Q.

Din definitia lui @, stim ca r x BLOCK SIZFE < st si deoarece st < dr, deducem ca
r X BLOCKi;S’[ZE < d?”o < dTl < ... < dT|Qr|—1 < N —1.

Deci mo_dr se modifica de drig,|-1 —dro < N =1 —r x BLOCK_SIZE = O(N) la
procesarea interogarilor ), (am inlocuit drjg,|—; cu cea mai mare valoare posibila si drg
cu cea mai mica valoare posibila pentru a maximiza rezultatul).
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Exista O(v/ N) valori posibile pentru r deci in total O(N+/ N) modificari, considerand ca
incepem de la prima interogare din fiecare (@),.

Sa presupunem acum ca am terminat de prelucrat interogarile din @), si trebuie sa pre-
lucram prima interogare din @,» (urmatoarea multime de interogari care nu este vida).

La momentul curent, mo_ dr indeplineste conditia: » x BLOCK SIZE < mo_dr <
N —1.

Sa consideram ca prima interogare din Q)+ este [st’, dr']. Stim ca (r+1)x BLOCK SIZE <
dr' < N —1pentruca (r+1) x BLOCK_ SIZE < st' interogarea fiind din urmatoarea
multime si st’ < dr’.

Deci, mo__dr trebuie s fie schimbat de cel mult max(|rx BLOCK SIZE—(N-1)|,N—
1—(r+1)x BLOCK_SIZF) ori (am luat cea mai mica valoare pentru mo_ dr cu cea
mai mare valoare pentru dr’), deci O(N).

Exista O(v N) treceri de la o multime de interogari la urmatoarea deci in total O(NvN)
modificari pentru mo_ dr.

Deci toate modificdrile pentru mo_dr au complexitatea timp O(N x /N x F). [
Observatia 6. La pasul 4 in algoritmul lui Mo, mo_ st se modifica de O(Qv/'N) ori.

Demonstratie. In mod similar cu demonstratia precedenta, vom presupune ca am inceput
sa prelucram interogarile din multimea @, (0 < r < K) si ca la momentul curent mo__st =
st, mo_ dr = drgy, unde [st, dro] este prima interogare din @Q,..

Pentru fiecare interogare [st’, dr'] din @, avem: r x BLOCK _SIZE < st' < (r+1) x
BLOCK _SIZE —1.

Deci, mo__st se va modifica, pentru fiecare interogare din @, de cel mult (r + 1) X
BLOCK _SIZE —1—1rx BLOCK_SIZE = BLOCK_SIZE —1 = O(+/N) ori.

Existd |Q,| interogiri in Q,. Deci, pentru un r fixat complexitatea este O(|Qr| x v'N).
Daci facem suma pentru orice r, O(VN x (|Qo| + |Q1| + ... + |Qx|) = O(VN x Q)

Acum sa presupunem ca am terminat de prelucrat toate interogarile din @), si trebuie sa
trecem la prima interogare din urmatoarea multime nevida @, (k > 0). Orice interogare
[st’, dr'] din Q4 respecta conditia (r + k) x BLOCK SIZE < st' < (r+k+1) x
BLOCK SIZE — 1.

Similar, orice interogare [st, dr] din @, respecta conditia r x BLOCK _SIZFE < st <
(r4+1)x BLOCK_SIZFE — 1.

Deci numarul maxim de modificari pentru tranzitie este (r+k+1) x BLOCK SIZE —
1—rx BLOCK SIZE =k x BLOCK SIZE — 1. Insuménd pentru toate multimile
de interogari, rezultd k x BLOCK SIZE = O(v/N) x O(v/N) = O(N) modificiri ale

capetelor st.
In total, O(VN x Q)+O(N) = O(v'N x Q) modificiri pentru mo_ st.
Deci, toate modificarile pentru mo_ st au o complexitate timp O(Q x VN x F). [

Rezults cd algoritmul lui Mo are complexitatea timp O((N 4+ Q) x VN x F).
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8.3 Aplicatii

8.3.1 Problema Sumcnt

Fie A un vector cu N elemente (N < 10°), numere naturale mai mici decat 100. Se cere
s& raspundeti la @ interogéri (Q < 10°) de forma: s& se determine

99
V(st,dr) = Zz x ent?(i)
i=0
unde cnt (i) este numarul de aparitii ale valorii ¢ in segmentul [st, dr].

Solutie

Putem aplica algoritmul lui Mo, deoarece interogarile sunt cunoscute si nu modifica vec-
torul. In plus, daca stim deja V(st,dr) putem determina V (st,dr + 1), V(st,dr — 1),
V(st —1,dr) si V(st +1,dr) in O(1) dupa cum urmeaza.

Vom utiliza un vector de frecventa cnt cu 100 de elemente, unde cnti|= numarul de
aparitii ale valorii ¢ In segmentul Mo curent [mo_ st, mo_ dr].

Pentru a determina V(mo_st,mo_dr + 1) trebuie sa luam in considerare si valoarea
x = Almo_dr + 1]. Pentru aceasta incrementam cnt[z] si actualizam corespunzator V'
(scadem x * cnt?[x], actualizdm cnt[z] apoi addugam x * cnt?[z]).

Sa analizam un exemplu:
e« N=18
« A=10,1,1,0,2,3,4,1,3,5,1,5,3,5,4,0,2, 2]
o Interogarile sunt [0, 8], [2, 5], [2, 11], [16, 17], [13, 14], [1,17],[17, 17]
BLOCK SIZFE = |\/18] = 4. Vom avea 5 blocuri: [0,3],[4,7],[8, 11], [12, 15], [16, 17].

Initializam segmentul Mo cu segmentul vid (mo_st = 0,mo_dr = —1), rez_crt = 0 si
ent =10,0,0,0,0,0].

Ordonam interogarile:

Blocul ‘ Qo ‘ @3 ‘ Q4
Interogarile | [2,5], [0, 8], [2, 11], [1, 17] | [13, 14] | [16, 17], [17, 17]

Tabela 8.1: Interogarile in ordinea Mo.

Procesam interogarile in ordinea Mo.
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Segmentul Mo curent | Interogarea curenta | Operatii \%
mo_dr =0,rez_crt =0,cnt = [1,0,0,0,0, 0]
mo_dr =1,rez_crt =1,cent =[1,1,0,0,0,0]
mo_dr =2,rez_crt =4,cent = [1,2,0,0,0,0]
mo_dr = 3,rez_crt =4,cnt = [2,2,0,0,0,0]
[0-1] [2.5] mo_dr = 4,rez_crt =6,cnt = [2,2,1,0,0,0] 6
mo_dr =5,rez_crt =9,cnt = [2,2,1,1,0,0]
mo_st =1,rez_crt =9,ent = [1,2,1,1,0,0]
mo_st =2,rez_crt =6,cnt = [1,1,1,1,0,0]
mo_dr =6,rez_crt =10,ent = [1,1,1,1,1,0]
mo_dr = T7,rez_crt =13,ent = [1,2,1,1,1,0]
(2,5] [0,8] mo_dr =8,rez_crt =22,cent = [1,2,1,2,1,0] 27
mo_st =1,rez_crt =27,ent =[1,3,1,2,1,0]
mo_st =0,rez_crt =27,ent = [2,3,1,2,1,0]
mo_dr =9,rez_crt =32,cent = [2,3,1,2,1,1]
mo_dr = 10,rez_crt = 39,ent = [2,4,1,2,1,1]
[0,8] (2,11] mo_dr =11,rez_crt =54,cnt = [2,4,1,2,1,2] 47
mo_st =1,rez_crt =54,ent = [1,4,1,2,1,2]
mo_st = 2,rez_crt =47,ent = [1,3,1,2,1,2]
mo_dr =12,rez_crt =62,ent = [1,3,1,3,1,2]
mo_dr =13,rez_crt =87,cent = [1,3,1,3,1, 3]
mo_dr = 14,rez_crt = 99,ent = [1,3,1,3,2, 3]
[2,11] [1,17] mo_dr =15,rez_crt =99,cnt = [2,3,1,3,2, 3] 122
mo_dr = 16,rez_crt = 105,¢ent = [2,3,2,3,2, 3]
mo_dr =17,rez_crt = 115,cent = [2,3,3, 3,2, 3]
mo_st =1,rez_crt = 122,¢ent = [2,4, 3, 3,2, 3]
mo_dr = 16,rez_crt = 112,ent = [2,4,2,3,2, 3]
mo_dr =15,rez_crt = 106,cnt = [2,4,1, 3,2, 3]
mo_dr = 14,rez_crt = 106,cent = [1,4,1, 3,2, 3]
mo_st =2,rez_crt =99,cent = [1,3,1,3,2,3]
mo_ st = 3,rez_crt =94,ent = [1,2,1,3,2,3]
mo_st =4,rez_crt =94,ent =[0,2,1,3,2, 3]
mo_st =5,rez_crt =92,ent = [0,2,0,3,2,3]
[1,17] [13,14] mo_st = 6,rez_crt =T7,ent = [0,2,0,2,2, 3] 9
mo_st =7,rez_crt = 65,cnt = [0,2,0,2,1,3]
mo_st = 8,rez_crt =62,ent = [0,1,0,2,1, 3]
mo_st =9,rez_crt = 53,cent = [0,1,0,1,1,3]
mo_st =10,rez_crt = 28,¢cnt =[0,1,0,1,1,2]
mo_st = 11,rez_crt = 27,¢ent = [0,0,0,1,1,2]
mo_st =12,rez_crt = 12,¢ent = [0,0,0,1,1,1]
mo_st = 13,rez_crt =9,ent =[0,0,0,0,1,1]
mo_dr = 15,rez_crt = 9,cent = [1,0,0,0,1,1]
mo_dr =16,rez_crt = 11,cent = [1,0,1,0,1, 1]
mo_dr =17,rez_crt = 17,ent = [1,0,2,0,1, 1]
[13,14] [16,17) mo_st = 14,rez_crt = 12,cnt = [1,0,2,0,1,0] 8
mo_st =15,rez_crt = 8,ent = [1,0,2,0,0,0]
mo__st = 16,rez_crt =8,cnt = [0,0,2,0,0,0
[16,17] [17,17] mo_st = 17,rez_crt =2,cnt = 1[0,0,1,0,0,0 2
Tabela 8.2: Aplicarea algoritmului lui Mo pe exemplu.
Implementare

using namespace std;

int N, Q;

long long int rez_crt;
long long int cnt[VMAX];

long long int rez[QMAX];
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int BLOCK_SIZE;
int A[NMAX];

struct interogare {int st, dr, nr;};
interogare queries[QMAX];

inline bool mo_cmp(interogare x, interogare y)
{ int block_x=x.st / BLOCK_SIZE;
int block_y=y.st / BLOCK_SIZE;
if (block_x != block_y)
return block_x < block_y;
return x.dr < y.dr;

}
inline void add(int x)
{
rez_crt -= cnt[x]*cnt [x]*x;
cnt [x]++;
rez_crt += cnt[x]*cnt [x]*x;
+
inline void remove(int x)
{
rez_crt -= cnt[x]*cnt[x]*x;
cnt [x]--;
rez_crt += cnt[x]*cnt [x]*x;
}

int main()

{int i, st, dr;

cin.sync_with_stdio( )8

cin >> N >> Q;

BLOCK_SIZE=(int)sqrt(N);

for (i=0; i < N; i++) cin >> A[il;

for (i=0; i < Q; i++)
{
cin >> queries[i].st >> queries[i].dr;
queries[i] .nr=i;

}

sort(queries, queries+Q, mo_cmp);

int mo_st=0,mo_dr=-1;

for (i=0; i < Q; i++)
{
st=queries[i].st; dr=queries[i].dr;
while (mo_dr < dr) { mo_dr++; add(A[mo_dr]); %}

while (mo_dr > dr) { remove(A[mo_dr]); mo_dr--; }
while (mo_st < st) { remove(A[mo_st]); mo_st++; }
while (mo_st > st) { mo_st--; add(A[mo_st]); }

rez[queries[i] .nr]=rez_crt;
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}
for (i=0; i < Q; i++) cout << rez[i] << :
return O;

}

8.3.2 Problema D-Query

Se considera o secventa de n numere naturale a;, as, ..., a, si o succesiune de interogari
denumite d-query. Un d-query consta in a determina pentru o pereche (i,7) (1 <7 <
J < n) numarul de valori distincte din secventa a;, a;y1, ..., a;.

Date de intrare

Pe prima linie se afla numarul natural n (1 < n < 30000). Pe cea de a doua linie se
afla numerele ay,as,...,a, (1 < a; < 10°, pentru 1 < i < n), separate prin cite un
spatiu. Pe linia a treia se afla numarul natural ¢, reprezentand numarul de interogari
(1 < ¢ <200000). Urmatoarele ¢ linii contin fiecare cate doua numere ij, separate prin
spatiu, reprezentand cate o interogare (1 <1i < j <mn).

Date de iesire

Pentru fiecare interogare 77, afisati numarul de valori distincte din secventa a;, a1, - . . , a;,
cate un rezultat pe o linie, in ordinea in care au fost citite interogarile.

Exemple
Intrare Iesire
5 3
11213 2
3 3
15
24
35
Solutie

Vom utiliza un vector de frecventa cnt, unde cnt[x] = numarul de aparitii ale valorii
in segmentul Mo curent. Cand adaugam un element x in segmentul Mo verificam daca
aceasta este prima sa aparitie (cnt[r] == 0) si In acest caz il adaugam la rezultatul
pentru segmentul Mo curent (o noua valoare distincta). Cand eliminam o valoare x din
segmentul Mo curent verificim daca aceasta este singura sa aparitie (ent[z] == 1), caz
in care o eliminam din rezultatul pentru segmentul Mo curent.

Implementare
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using namespace std;

int rezultat;

struct interogare { int st, dr, nr; };
interogare Q[QMAX];

int rez[QMAX];

int a[NMAX];

int cnt[AMAX];

void add(int index)
{ cnt [a[index]]++;
if (cnt[alindex]]==1) rezultat++;

}
void remove(int index)
{
cnt[a[index]]--;
if(cnt[a[index]]==0) rezultat--;
}

int block_size;
bool mo_cmp(interogare x, interogare y)
{int block_x = x.st/block_size;
int block_y = y.st/block_size;
if (block_x == block_y)
return x.dr < y.dr;
return block_x < block_y;

3

int main()
{ios_base::sync_with_stdio( DE:
int n, q, 1i;
scanf ("%d",&n) ;
for (i=0; i<n; i++) scanf("%d",&al[i]);
scanf ("/,d",&q) ;
for (i=0; i<q; i++)
{
scanf ("%d%d", &Q[i].st, &Q[i].dr);
Q[i] .nr=i; Q[i].st--; Q[i].dr--;
}
block_size=(int)sqrt(n);
sort(Q, Q+q, mo_cmp);

int mo_st=0,mo_dr=-1;
for (i=0; i<q; i++)
{
int left=Q[i].st,right=Q[i] .dr;

while(mo_st<left) remove(mo_st++);

while(mo_st>left) add(--mo_st);
while (mo_dr<right)add(++mo_dr);

while(mo_dr>right) remove(mo_dr--);

rez[Q[i] .nr]=rezultat;

}

for (i=0; i<q; i++) printf("/d\n",rez[il);

return O;

}
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8.3.3 Problema Kriti and her birthday gift

Astazi este aniversarea lui Kriti. Fiindca 1i place foarte mult programarea, 1i voi face
cadou urmatoarea problema. Se considera N siruri numerotate de la 1la N si o succesiune
formata din () interogari. Fiecare interogare este de forma st dr S, rezultatul unei astfel
de interogari fiind numarul de aparitii ale sirului S In secventa de siruri cu numere de
ordine cuprinse in intervalul [st, dr].

Date de intrare

Pe prima linie se afla numarul natural /V, iar pe urmatoarele NV linii se afla cele N siruri,
cate un sir pe o linie. Urmatoarea linie contine numarul natural (), reprezentand numarul
de interogari, iar urmatoarele () linii contin interogarile, in forma descrisa in enunt, cate
o interogare pe o linie.

Date de iesire

Se vor afisa rezultatele pentru cele () interogari, cate un rezultat pe o linie, In ordinea in
care au fost citite interogarile.

Restrictii si precizari
« 100 < N < 100000
e 100 <@ < 100000
e 1<st<dr<N

« Sirurile contin cel putin 5 si cel mult 10 litere mici din alfabetul englez.

Exemple
Intrare Tesire Explicatii

3 1 Pentru prima interogare, sirul abc apare o
abc 2 singura data in intervalul de siruri [1,2].
def 0 Pentru a doua interogare sirul abc apare de
abc doud ori in intervalul de siruri [1,3].
3 Pentru a treia interogare, sirul hgj nu are
1 2 abc nicio aparitie in intervalul de siruri [1,2].
1 3 abc
1 2 hgj

Solutie

Vom asocia fiecarui sir o valoare hash obtinuta prin metoda Zobrist.

Pentru aceasta vom construi un tablou cu LGMAX linii (unde LGM AX este lungimea
maxima a unui sir) si 26 de coloane (numarul de litere mici din alfabetul englez) si asociem
astfel fiecarei litere plasata pe o anumita pozitie in sir o valoare generata aleator.

Valoarea hash asociata unui sir de caractere se obtine realizand o disjunctie exclusiva
(XOR) intre valorile literelor de pe fiecare pozitie din sir.

126


https://www.hackerearth.com/practice/algorithms/searching/binary-search/practice-problems/algorithm/kriti-and-her-birthday-gift/
https://en.wikipedia.org/wiki/Zobrist_hashing

Prin urmare, vom reprezenta o interogare prin 4 valori st, dr, h — valoarea hash asociata
sirului din interogare, respectiv nr — numarul de ordine al interogarii in datele de intrare.

Deoarece valorile hash vor fi numere foarte mari, nu putem utiliza un vector de frecventa
ca In problema precedenta, ca urmare, pentru a contoriza aparitiile sirurilor care apar
intr-un segment vom utiliza un unordered_map denumit nrap (nrap[valh] = numarul de
aparitii din segmentul curent al sirului cu valoarea hash valh).

Implementare

using namespace std;

unsigned long long int zob[LGMAX] [LETTERS];
int block_size;

void init_hash()

{mt19937_64 generator;
generator.seed(123);

int i, j;

for (i = 0; i < LGMAX; i++)

for (j = 0; j < LETTERS; j++)
zob[i] [j] = generator();

}

unsigned long long int get_hash(const string &s)
{unsigned long long int rez = 0;
for (size_t i = 0; i < s.size(); i++)
rez ~= zob[i][s[i]l-'a'];
return rez;

}

struct interogare {int st, dr, nr; unsigned long long int h;};
interogare qo[QMAX];

bool mo_cmp(interogare x, interogare y)
{

int block_x = x.st / block_size;

int block_y = y.st / block_size;

if (block_x == block_y)

return x.dr < y.dr;
return block_x < block_y;
}

unordered_map<unsigned long long, int> nrap;

unsigned long long hashes[NMAX];
int rez[QMAX];

void add(unsigned long long val)
{nrap[vall++; }
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void remove(unsigned long long val)
{ nrap[vall--; }

int main()
{

init_hash();
cin.sync_with_stdio( )
int n, q, i, st, dr, nr;
unsigned long long valh;
string sir;

interogare x;

cin >> n;

block_size = (int)(sqrt(n)) + 1;
for (i = 0; i < n; i++)

{
cin >> sir;
hashes[i] = get_hash(sir);

}

cin >> q;
for (i = 0; 1 < q; i++)

{cin > x.st >> x.dr > sir;
x.st--; x.dr--; x.h=get_hash(sir); x.nr=i;
qo[il=x;

}

sort(qo, qo+q, mo_cmp);

nrap.clear();

int prev_block = -1, mo_st = 0, mo_dr = -1;
for (i = 0; i < q; i++)
{

st=qo[i].st; dr=qo[i] .dr; nr=qo[i] .nr; valh=qo[i] .h;
if (st / block_size != prev_block)
{nrap.clear(); mo_st = st; mo dr = st - 1; 1}
prev_block = st / block_size;
while (mo_dr < dr) add(hashes[++mo_dr]);
while (mo_st < st) remove(hashes[mo_st++]);
while (mo_st > st) add(hashes[--mo_st]);
rez[nr] = nrap[valh];

}
for (i = 0; i < q; i++) cout << rez[i] << ;
return 0;

}

8.3.4 Problema Substrings count

Se considera n siruri (numerotate de la 1 la n) si @) interogari referitoare la aceste siruri.
Fiecare dintre aceste interogari are forma st dr S, rezultatul unei astfel de interogari fiind
numarul de siruri cu numere de ordine din intervalul [st, dr] contin pe S ca subsecventa.

Date de intrare

Pe prima linie se afla numarul natural n, iar pe urmatoarele n linii se afla cele n siruri,
cate un sir pe o linie. Urmatoarea linie contine numarul natural (), reprezentand numarul
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de interogari, iar urmatoarele () linii contin interogarile, in forma descrisa in enunt, cate

o interogare pe o linie.

Date de iesire

Se vor afisa rezultatele pentru cele () interogari, cate un rezultat pe o linie, In ordinea In
care au fost citite interogarile.

Restrictii si precizari

e 1 <n <10000
1 <@ < 500000
1<st<dr<N

Sirurile contin cel mult 10 litere mici din alfabetul englez.

Exemple
Intrare Iesire Explicatii
3 Pentru prima interogare, trebuie sa afisam
code cate dintre sirurile cu numere de ordine din
coder intervalul [1,3] contin sirul code ca
coding subsecventa. Rezultatul este 2 (doar sirurile 1
2 si 2 contin code ca subsecventa).
1 3 code Pentru a doua interogare, trebuie sa afisam
13 co cate dintre sirurile cu numere de ordine din
intervalul [1,3] contin sirul co ca subsecventa.
Rezultatul este 3, deoarece toate cele 3 siruri
contin co ca subsecventa.
Solutie

Vom proceda intr-un mod similar cu problema precedenta, cu o singura modificare: vom
retine pentru fiecare dintre sirurile date intr-un unordered_map valorile hash pentru toate
subsecventele sirurilor respective.

Implementare

using namespace std;

unsigned long long int zob[LGMAX] [LETTERS];

void init_hash()
{int i, j;
mt19937_64 generator;
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generator.seed(123);
for (i=0; i < LGMAX; i++)
for (j=0; j < LETTERS; j++)
zob[i] [jl=generator();
}

unsigned long long get_hash(const string &s)
{unsigned long long rez=0;
for (int i=0; i < s.size(); i++)
rez ~= zobl[i] [s[i]l-'a'];
return rez;

3

int block_size;
unordered_map<unsigned long long, int> hashes[NMAX];

struct interogare {int st, dr, nr; unsigned long long int h;};
interogare qo[QMAX];
bool mo_cmp(interogare x, interogare y)

{int block_x=x.st/block_size;

int block_y=y.st/block_size;

if (block_x == block_y)

return x.dr < y.dr;

return block_x < block_y;

}

int rez[QMAX];
unordered_map<unsigned long long, int> nrap;

void add(const unordered_map<unsigned long long, int> &v)
{ for (const auto &u: v) {nraplu.first] += u.second;} }

void remove(const unordered_map<unsigned long long, int> &v)
{ for (const auto &u: v) {nrap[u.first] -= u.second;} 1}

int main()

{init_hash();
cin.sync_with_stdio( )
int n, q, i, j, k, st, dr, nr;
string sir;
unsigned long long hash_val, valh;
interogare x;
cin >> n;
block_size=(int) (sqrt(n))+1;
for (i=0; i < n; i++)

{cin >> sir;

for (j=0; j < sir.size(); j++)
{hash_val=0;
for (k=j; k < sir.size(); k++)
{
hash_val “= zobl[k-j] [sir[k]-'a'];
hashes[i] [hash_val]l=1;
+

cin >> q;
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for (i=0; i < q; i++)

{ cin > x.st > x.dr >> sir;
x.h=get_hash(sir); x.st--; x.dr--; x.nr=i;
qo[il=x;

}

sort(qo, qo+q, mo_cmp);

nrap.clear();

int prev_block=-1;

int mo_st=0, mo_dr=0;

for (i=0; i < q; i++)

{ st=qo[il.st; dr=qoli].dr; nr=qol[i] .nr; valh=qo[i].h;
if (st / block_size != prev_block)
{ nrap.clear(); mo_st=st; mo_dr=st-1; }

prev_block=st / block_size;
while (mo_dr < dr) add(hashes[++mo_dr]);
while (mo_st < st) remove(hashes[mo_st++]);
while (mo_st > st) add(hashes[--mo_st]);
rez[nr]=nrap[valh];

}
for (i=0; i < q; i++) cout << rez[i] << ;
return O;

3

8.3.5 Problema Sherlock and inversions

Watson 1i da lui Sherlock un vector format din N numere intregi, notat Ay, As... Ay,
precum si o succesiune de () interogari. Fiecare interogare are forma st dr, rezultatul
unei astfel de interogari fiind numarul de inversiuni din subsecventa Ay, Agit1 ... Agr.
O inversiune In subsecventa Ay, Agiq...Ag este o pereche de indici (7,j) astfel incat
st <i<j<drsiA; >A,.

Date de intrare

Prima linie contine numerele naturale N ), separate prin spatiu. A doua linie contine N
numere naturale separate prin spatiu, reprezentand elementele vectorului. Fiecare dintre
urmatoarele () linii contine cate o interogare, In forma descrisa in enunt.

Date de iesire
Se vor afisa In ordinea citirii rezultatele pentru cele () interogari, cate un rezultat pe o

linie.

Restrictii si precizari

« 1< N,Q < 100000
A
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Exemple

Intrare Iesire Explicatii
53 0 Pentru prima interogare, trebuie sa afisam
14231 2 numarul de inversiuni din subsecventa 1, 4
12 5 (acesta este 0).
35 Pentru a doua interogare, trebuie sa afisam
15 numarul de inversiuni din subsecventa 2, 3, 1

(acesta este 2, inversiunile fiind 2 1 si 3 1).
Pentru a treia interogare, trebuie sa afisam
numarul de inversiuni din tot vectorul (acesta
este 5: 42,43,41,21,31).

Solutie

Sa notam cu nrd = numarul de valori distincte din vectorul citit. Transformam numerele
din vectorul citit in numere cuprinse intre 1 si nrd, asociind fiecarui numar citit numarul
sau de ordine In sirul valorilor distincte ordonate strict crescator. Aceste valori vor fi
memorate In vectorul nr.

Sa presupunem ca segmentul Mo curent este [mo__st, mo_ dr].

Atunci cdnd extindem segmentul la dreapta (deci introducem valoarea mo_ dr + 1), noua
valoare va genera inversiuni cu toate valorile strict mai mari decat ea aflate in segmentul
Mo curent. Deci ar trebui sa stim cate valori mai mari decat noua valoare exista in
segmentul curent.

Atunci cand extindem segmentul curent la stdnga (deci introducem valoarea mo_ st — 1),
noua valoare va genera inversiuni cu toate valorile strict mai mici decat ea aflate in
segmentul Mo curent. Deci ar trebui sa stim cate valori mai mici decat noua valoare
exista In segmentul Mo curent.

Atunci cand reducem segmentul Mo curent (acest lucru va fi realizat doar la stdnga, deci
mo__st dispare din segmentul curent), trebuie sa eliminam din rezultat si numarul de
inversiuni generate de valoarea eliminata (adica sa scadem din rezultat numarul de valori
strict mai mici decat valoarea eliminata aflate in segmentul Mo curent).

Pentru a determina in timp logaritmic valorile necesare celor 3 tipuri de modificari posi-
bile, vom utiliza un arbore indexat binar (Fenwick tree) denumit counter, cu nrd elemente.

Implementare

using namespace std;
class FenwickTree
{vector<int> tree;
int n;
void add(int poz, int val)
{
for ( ; poz < n; poz = (poz | (poz + 1)))
tree[poz] += val;
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}
int get(int poz)
{int rez = 0;
for ( ; poz >= 0; poz = (poz & (poz + 1)) - 1)
rez += treelpoz];
return rez;
}
public:
FenwickTree() = default;
FenwickTree(int n)
{ this->n = n; tree = vector<int>(n, 0); }

void inc(int poz)
{ add(poz, 1); }

void dec(int poz)
{ add(poz, -1); }

int get_sum(int st, int dr)
{ return get(dr) - get(st - 1); }

};

int nr[DMAX], snr[DMAX];
long long int rez[DMAX];
map<int, int> nr_transf;
FenwickTree counter;

int nrd;

long long int raspuns;

void add(int val, bool dreapta)
{int nr_inversiuni = 0;
if (dreapta)

{nr_inversiuni = counter.get_sum(val+l, nrd-1); }

else

nr_inversiuni = counter.get_sum(0, val-1);
raspuns += nr_inversiuni,
counter.inc(val);

}

void remove(int val)

{int inv_crt = counter.get_sum(0, val - 1);
raspuns -= inv_crt;

counter.dec(val);

}

int block_size;
struct interogare {int st, dr, nr;};
interogare qo[DMAX];
bool mo_cmp(interogare x, interogare y)
{int block_x = x.st/block_size;
int block_y = y.st/block_size;
if (block_x == block_y) return x.dr < y.dr;
return block_x < block_y;
}
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int main()
{cin.sync_with_stdio( )

int n, q, 1i;

cin >> n >> q;

for (i = 0; i < n; i++) {cin >> nr([i]; snrl[il=nr([il;}

sort(snr, snr+n);
for (i = 0; i < n; i++)
{if (nr_transf.count(snr[i]) == 0)
nr_transf[snr[i]] = nr_transf.size();

for (i = 0; i < n; i++) nr[i] = nr_transf[nr[il];

nrd=nr_transf.size()+1;
counter = FenwickTree(nrd);

block_size = (int)(sqrt(n)) + 1;
for (i = 0; 1 < q; i++)

{cin >> qol[il.st >> qol[i].dr;

qo[i] .st--; qol[il.dr--; qoli].nr=i; }
sort(qo, qo+q, mo_cmp);

int prev_block = -1, mo_st = 0, mo_dr = 0;
for (i = 0; 1 < q; i++)
{

if (qol[i].st / block_size != prev_block)
{raspuns=0;
counter=FenwickTree(nrd);
mo_st = qo[i].st; mo_dr = qo[il.st - 1;

}

prev_block = qo[i].st / block_size;
while (mo_dr < qo[i].dr)
add (ar [++mo_dr], );
while (mo_st > qol[i].st)
add (nr[--mo_st], )8
while (mo_st < qol[i].st)
remove (nr [mo_st++]) ;
rez[qo[i] .nr] = raspuns;
}
for (i = 0; i < q; i++) cout << rez[i] << g
return 0O;

8.3.6 Problema Calafat

Se da un sir format din N numere naturale. Pentru fiecare valoare distincta dintr-o
subsecventa cuprinsa intre 2 indici st si dr consideram distanta dintre indicii primei si
ultimei aparitii ale acesteia In cadrul subsecventei. Dandu-se M subsecvente de forma
[st, dr], se cere sa se calculeze suma distantelor corespunzatoare tuturor valorilor distincte
din subsecventa.
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Date de intrare

Fisierul de intrare calafat.in contine pe prima linie doua numere naturale NV si M. Pe
a doua linie se vor afla cele N numere din sirul dat. Pe urmatoarele M linii se vor afla
cate doua numere st si dr, cu semnificatia ca vrem sa calculam suma mentionata mai sus
pentru subsecventa [st, dr].

Date de iesire
Fisierul de iesire calafat.out va contine M numere naturale, cate unul pe fiecare linie,
reprezentand cele M sume cerute.
Restrictii si precizari
e 1 <N, M <200000
e 1<st<dr<N

« Valorile din sir se vor afla in intervalul [1, N]

Exemple
calafat.in calafat.out Explicatii
0 In prima subsecventa fiecare valoare apare o
12213 9 singura data, deci suma diferentelor este 0.
Z In a doua subsecventa:

Valoarea 3 apare la indicii 2 si 7 rezultand
diferenta 7 -2 =15

Valoarea 1 apare la indicii 3 si 6, deci
diferenta 6 — 3 = 3

Valoarea 2 apare la indicii 4 si 5, deci
diferenta 5 —4 =1

Suma diferentelor este 9.

In a treia subsecventa:

Valoarea 1 apare la indicii 3 si 6, deci
diferenta 6 — 3 = 3

Valoarea 2 apare la indicii 4 si 5, deci
diferenta 5 —4 =1

Suma diferentelor este 4.

W NN~ N
O NP W W

Solutie de 70 de puncte

O solutie de 70 de puncte se poate implementa cu algoritmul lui Mo.

Implementare

using namespace std;
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ifstream fin( )R

ofstream fout( )

long long int rezultat;

struct interogare { int st, dr, nr; };
interogare Q[DMAX];

long long int rez[DMAX];

int prim[DMAX];

int ultim[DMAX];

int a[DMAX];

vector<int> ap[DMAX];

void add(int index, bool unde)

{int x=al[index];
if (unde)
{if (prim[x]==-1)
{prim[x]=ultim[x]=(lower_bound (ap[x] .begin() ,ap[x].end(),index)-
ap[x].begin());}
else
{rezultat=rezultat-(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]1]);
ultim([x]++;
rezultat=rezultat+(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]]);
}
}
else
if (prim[x]==-1)
{prim[x]=ultim[x]=(lower_bound (ap[x] .begin(),ap[x].end(),index)-
ap[x].begin());}
else
{rezultat=rezultat-(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]1]);
prim[x]--;
rezultat=rezultat+(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]1]);
}
}

void remove(int index, bool unde)
{int x=al[index];
if (unde)
{if (prim[x]==ultim([x])
prim[x]=ultim[x]=-1;

else
{rezultat=rezultat-(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]1]);
ultim[x]--;
rezultat=rezultat+(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]]);
}

}

else

{if (prim[x]==ultim[x])
prim[x]=ultim[x]=-1;
else
{rezultat=rezultat-(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]]);
prim[x]++;
rezultat=rezultat+(ap[x] [ultim[x]]-ap[x] [prim[x]1]);
}
}
}

int block_size;
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bool mo_cmp(interogare x, interogare y)
{int block_x = x.st/block_size;
int block_y = y.st/block_size;
if (block_x == block_y)
return x.dr < y.dr;
return block_x < block_y;

}

int main()
{ios_base::sync_with_stdio( DE
int n, q, i, st, dr;

fin>>n>>q;

for (i=0; i<mn; i++)

{fin>>a[i]; aplalil].push_back(i);}
for (i=1; i<=n; i++) prim[i]l=ultim[i]=-1;
for (i=0; i<q; i++)

{fin>>Q[i] .st>>Q[i].dr; Q[il.nr=i; Q[il.st--; Q[il]l.dr--; }

block_size=(int) (sqrt(n))+1;

sort(Q, Q+q, mo_cmp);

int mo_st=0, mo_dr=-1;

for (i=0; i<q; i++)
{st=Q[i] .st,dr=Q[i] .dr;
if (mo_dr==-1) mo_dr=mo_st-1;
while (mo_dr<dr)add(++mo_dr, 1);
while(mo_st>st) add(--mo_st, 0);
while(mo_st<st) remove(mo_st++,0);
while (mo_dr>dr) remove(mo_dr--,1);
rez[Q[i] .nr]=rezultat;

}
for (i=0; i<q; i++) fout<<rez[i]<<'\n';
return O;

8.4 Probleme propuse

Problema Fsecv

Problema Chef and Graph Queries

Problema Powerful array

Problema Snow White and the N dwarfs
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Capitolul 9

Recurente liniare si exponentierea
matricilor

PROF. SZABO ZOLTAN
Inspectoratul Scolar Judetean Mures

9.1 Aplicatii

9.1.1 Problema Fibonacci

Se considera sirul Fibonacci, definit astfel:

fi=fi=1
fn= fo-1+ fn_o, dacan > 2

Se cere valoarea termenului Fibonacci cu indicele n, modulo 1000 000 007.

Restrictii si precizari

« 1 <n < 1000000000

Solutie
Solutia banala, de complexitate O(n), arata in felul urmator:

int n, i, a, b, c;
const int MOD=1000000007;
cin>>n;
a=1; b=0;
for (i=1; i<=n; i++)
{c=(a+b)%M0OD;
a=b;
b=c;
}
cout<<c;

}
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Aceasta solutie nu se va incadra in timp rezonabil pentru valori foarte mari ale lui n. In
continuare vom cauta o solutie de complexitate O(logn) folosindu-ne de exponentierea
rapida a matricilor.

Pentru orice n > 2, termenul al n-lea se calculeaza ca suma a celor doi termeni anteriori
cunoscuti. Pentru modelul matematic vom defini o matrice patratica A constanta, (A se
va numi matrice generatoare) si un sir de matrici coloana F; cu elemente consecutive
ale sirului lui Fibonacci, astfel incat dupa inmultire sa obtinem o noua matrice coloana
cu urmatoarele elemente ale sirului lui Fibonacci. Matricile coloana F' vor forma un sir
indexat cu numerele 0,1,2,...,n.

_ fO _ fl _ f2 _ fnfl o fn
FO‘[fl]’Fl‘[fJ’FQ‘[fJ’“'F”—“{fn}’F”_{fmJ

Vom construi matricea generatoare A astfel incat pentru orice numar natural ¢ sa avem:
AXF;=F,

Deducem relativ usor ca A = {(1) ﬂ

Intr-adevir A x F) = {O 1} X {fl} = [0 + fﬂ = {f 2} = F, Astfel avem urmatoarele

L1 fa Ji+ fo /3
relatii:
U AXFOZFl
U AXFleQ

U AXanlen

De aici deducem ca: F,, = AXF, 1 =AXAXEFE, o =AXAXAXF, 3=A3%xF, 5=
A X F, 4= =A"xF,_,, = A" x F

Exponentierea matricilor se poate realiza in timp logaritmic, folosind urmatoarea relatie
de recurenta:

)
(1) (1)] , dacan =0
A" ={ A, dacan =1 (9.1)
AZ%, dacd n par,n > 1
A X AQWEU , dacd n impar,n > 1

Implementare

using namespace std;

int n, d;
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long long int F[DIM], a[DIM][DIM], b[DIM] [DIM], t;
const long long int MOD = 1000000007;

void unitate(long long int d,long long int b[] [DIM])
//construieste matricea unitate
{int i, j;
for (i=1; i<=d; i++)

{for (j=1; j<=d; j++)

b[i] [j1=0;

b[i] [1]=1;

}
3

void atrib(int d, long long int a[] [DIM], long long int b[] [DIM])
//atribuie matricii a matricea b
{int i, j;
for (i=1; i<=d; i++)
for (j=1; j<=d; j++)
alil [j1=b[i] [j];
}

void inmult(int d, long long int a[][DIM], long long int b[] [DIM], long long int c[][DIM])
//construteste matricea c ca rezultat al Znmultirit matricilor a st b
{int i, j, k;
for (i=1; i<=d; i++)
for (j=1; j<=d; j++)

{

c[i]1[j1=0;

for (k=1; k<=d; k++)

clil [j1=Cc[il [j]1+(ali] [k]*b[k] [j1)% MOD) % MOD;

3

void putere (int n, int d, long long int a[] [DIM], long long int b[] [DIM])
//construteste in matricea b pe a la puterea n
{long long int c[DIM] [DIM];
unitate(2,b);
while (n)
{
if (n%2==1)
{
inmult(d,a,b,c);
atrib(d,b,c);
}
inmult(d,a,a,c);
atrib(d,a,c);
n=n/2;
}
3

int main()

{
cin>>n;
F[0]=0;F[1]=1;
al[1][1]=0;al1] [2]=1;
al2] [1]=1;a[2] [2]=1;
putere(n,2,a,b);
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t=((b[1] [1]*F[0])% MOD + (b[1][2]*F[1])% MOD) % MOD;
cout<<t<< g
return 0O;

9.1.2 Problema Sir recurent

Se considera sirul recurent s, definit astfel:

Sp =@ Sp_1+b-S,_9+cC-S,_3, dacan >3

Cunoscand primii 3 termeni ai sirului sy, sq, s3, coeficientii a, b, ¢, precum si numerele n
si M, se cere sa se determine al n-lea termen al sirului modulo M.
Restrictii si precizari

e 1 <n < 1000000000

Solutie

Vom construi matricea generatoare A si un sir de matrici coloana S; cu elemente conse-
cutive ale sirului lui s, astfel incat dupa inmultire sa obtinem o noua matrice coloana cu
urmatoarele elemente ale sirului s. Deoarece recurenta este de ordin 3, matricile coloana
vor avea 3 elemente, iar matricea A va avea 3 linii si 3 coloane.

Construcpia acestor matrici se realizeaza astfel:

Si
1. S; = |sit1
Sit+2
010
2. Consideram matricea A= |0 0 1
c b a
01 0 S; Si+1
3.AX S, =10 0 1| x |si11] = Sito = Si11, pentru orice 7
c b a Sito c-Si+b-si1+a-sio
4. Deoarece A x S; = S;;1, deducem 1n mod similar cu problema precedenta ca .S,, =

AL x S

9.1.3 Problema Recurenta cu constanta

Se considera sirul recurent s, definit astfel:

Sp=0a Sp—1+b-s,_3+c-s,_5+d, dacan >4

Cunoscand primii 5 termeni ai sirului sy, s1, S2, S3, 54, coeficientii a, b, ¢, d si valorile n si
M, sa se determine termenul sirului cu indicele n modulo M.
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Restrictii si precizari

e 1 <n < 1000000000

Solutie

Observam ca in formula sirului recursiv apare un termen constant. Putem construi un

model matriceal in doud moduri diferite.

Varianta 1. Vom construi matricea generatoare A si un sir de matrici coloana S; cu
elemente consecutive ale sirului lui s, astfel incat dupa Inmultire sa obtinem o noua
matrice coloana cu urmatoarele elemente ale sirului s. Deoarece recurenta este de ordin
5, matricile coloana vor avea 5 elemente, la care adaugam si constanta d, iar matricea A

va avea 6 linii si 6 coloane.

Constructia acestor matrici se realizeaza astfel:

Si
Si+1

Si+2
1. S;=|7""
Si+3
Si+4

d

01 0000
001000
S . |00 0100
2. Consideram matricea A = 000010
c 0b 0 a1
000001
_0 1 000 0_ [ S; ] I Si+1 ]
001000 Sit1 Sito
1000100 Sivo| Si+3 _q
3. Ax S, = 000010 X siea| ~ Sia = Oit1,
c 0b 0 a1 Sita c*xS;i+bxsio+axsqy+d
00 00 0 1] | d | i d ]
pentru orice ¢
4. Deoarece A x S; = S;11, deducem in mod similar cu problema precedenta ca S, =

AnX30

Varianta 2. Eliminam constanta din formula, scriind formula a doi termeni consecutivi

si scazand termenii din cele doua parti in cele doud ecuatii.

1. Scriem ecuatiile pentru doi termeni consecutivi:

Sp=Q Sp—1+b-Sp_3+c-s,_5+d

Sp—1=0Q-Sp_2+b-Sp_yu+c-s,6+d

2. Scazand a doua ecuatie din prima, obtinem:
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Sp=(a+1) -sp-1—a-S2+b-S3—b-Sp_4+C-Sp_5—C*Sp_g

3. Construim corespunzator matricea generatoare A cu 6 linii si 6 coloane, precum si
matricile coloana S; avand 6 termeni consecutivi din sirul s.

Si
Si+1

Si+2
4. Sz - o
Si+3
Si44

| Sit+5 |

5. Consideram matricea A =

S OO OO
o OO O o
SO O = O
SO = O O O

0
0
0
0
1
+

SO O = OO

1

6. Deoarece A x S; = S;;1, deducem in mod similar cu problema precedenta ca S,, =
A" x S()

9.1.4 Problema Recurenta indirecta pe siruri liniare

Se considera sirurile recurente a, b si ¢ definite astfel:

Ap = Gp-1 + bnfl + Cch2
by, = ap—1 + by_o + Cp_s

Cp = 0po+2- bn—?) + Cn—1

Cunoscand termenii ag, a;, by, b1, ba, co, 1, c2, precum si valorile n si M, sa se determine
termenii cu indicele n din sirurile a, b si ¢ modulo M.

Restrictii si precizari

e« 1 <n < 1000000000

Solutie

Valoarea lui as se calculeaza cu ajutorul relatiei de recurenta. In pasul urmator construim
relatia matriceala care va permite calculul termenilor de indice n din toate cele 3 siruri:
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0T
@41
Q542
b;
1. S;= | biq1
bito
C;
Cit1
[ Cit2 ]
01 0000 0 0 O]
001 0O0O0O0OTO0TPO
001 001O0T1TFPO0
0O000O0T1O0O0O0O0
2. Consideram matricea A= |0 0 0 0 0 1 0 0 O
001010100
00 00OO0OOODT1TPO
00 0O0O0OO0OO0ODO0TI1
01020000 1]
3. Deoarece A x S; = S;,1, deducem 1n mod similar cu problema precedenta ca S,, =

AnXSQ

9.2 Probleme propuse

o Problema Iepuri
e Problema 2sah

o Problema Tkebana
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Partea a I1I-a

Algoritmi pe grafuri
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Capitolul 10

Puncte de articulatie, punti si
componente biconexe

PROF. EMANUELA CERCHEZ
Colegiul National ,,Emil Racovita” Iasi
Centrul Judetean de Excelenta Iasi

10.1 Definitii

Definitia 10.1. Fie G = (V, E) un graf neorientat conex. Varful v € V se numeste
punct de articulatie daca subgraful obtinut prin eliminarea varfului v si a muchiilor
incidente cu acesta nu mai este conex.

De exemplu, pentru graful din Figura 10.1 punctele de articulatie sunt 1, 3, 5, 7.

(19 ®)

o /ﬂ%@

2 O 0
(4) 6

Figura 10.1: Un graf cu punctele de articulatie marcate cu negru.

Definitia 10.2. Un graf se numeste biconex daca nu are puncte de articulatie.

In multe aplicatii practice, ce se pot modela cu ajutorul grafurilor, nu sunt de dorit
punctele de articulatie. De exemplu, intr-o retea de telecomunicatii, daca o centrala dintr-
un punct de articulatie se defecteaza rezultatul este nu doar intreruperea comunicarii cu
centrala respectiva ci si cu alte centrale.

Definitia 10.3. O componenta biconexa a unui graf este un subgraf biconex maximal
cu aceasta proprietate.
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Definitia 10.4. Se numeste punte o componenta biconexa formata dintr-o singura mu-
chie.

De exemplu, pentru graful din Figura 10.1 componentele biconexe sunt:

OREPS ® M
I A ® &6 I ©
VoW Dw

Figura 10.2: Componentele biconexe ale grafului din Figura 10.1.

Observatii

1. Componentele biconexe ale unui graf reprezinta o partitie a multimii muchiilor
grafului.

2. Punctele de articulatie apartin la cel putin doua componente biconexe.

10.2 Descompunerea unui graf in componente bicon-
exe
Pentru a descompune graful in componente biconexe vom utiliza proprietatile parcurgerii
DFS. Parcurgand graful DFS putem clasifica muchiile grafului in:
 muchii care apartin arborelui partial DE'S (tree edges);

 muchii [u,v] care nu apartin arborelui si care unesc varful u cu un stramos al sau
v in arborele partial DFS numite muchii de intoarcere (back edges). Acestea sunt
marcate in exemplu punctat.

De exemplu graful precedent poate fi redesenat, clasificand muchiile tindnd cont de ar-
borele partial DFS cu radacina 3:
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Figura 10.3: Arborele DFS al grafului din Figura 10.1.

Observam ca radacina arborelui partial DF'S este punct de articulatie daca si numai daca
are cel putin doi descendenti, Intre varfuri din subarbori diferiti ai radacinii neexistand
muchii. Mai mult, un varf x oarecare nu este punct de articulatie daca si numai daca din
orice fiu y al lui = poate fi atins un stramos al lui z pe un lant format din descendenti ai
lui  si o muchie de Intoarcere (un drum ,de siguranta” intre x si y).

Pentru fiecare varf = al grafului definim dfn(x) = numarul de ordine al varfului x in
parcurgerea DFS a grafului (depth-first-number).

De exemplu

9 10
10 3

T__|

1 2
dfn(z) |2 4

3 4 5 6 7 8
1 56 7 8 9
Tabela 10.1: Valorile dfn(z) pentru arborele DFS din figura 10.3.

Observam ca daca x este un stramos al lui y In arborele partial DFS atunci dfn(z) <
dfn(y).

Pentru fiecare varf x din graf definim low(x) = numarul de ordine al primului varf din
parcurgerea DFS ce poate fi atins din = pe un alt lant decat lantul unic din arborele
partial DF'S.

dfn(x),
low(xz) = min ¢ min{low(y) | y fiu al lui z},
min{dfn(y) | [x,y] muchie de intoarcere}
De exemplu
z |1 2345678 9 10
dfn(z) |2 4 1 5 6 7 8 9 10 3
low(z) |1 1 1 1 6 6 6 9 10 3

Tabela 10.2: Valorile dfn(zx) si low(x) pentru arborele DFS din figura 10.3.

Caracterizam punctele de articulatie dintr-un graf astfel: x este punct de articulatie daca
si numai daca este raddcina unui arbore partial DFS cu cel putin doi descendenti sau,
daca nu este radacina, are un fiu y astfel incat low(y) > dfn(x).
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Pentru exemplul din figura nodul 3 este punct de articulatie deoarece este radacina ar-
borelui partial DFS si are doi descendenti, nodul 7 este punct de articulatie deoarece
low(8) = 9 > dfn(7) = 8, nodul 5 este punct de articulatie deoarece low(6) = 6 >
dfn(5) = 6, iar nodul 1 este punct de articulatie deoarece low(10) =3 > dfn(1) = 2.

10.2.1 Reprezentarea informatiilor

Vom reprezenta graful prin liste de adiacenta alocate dinamic utilizand clasa vector din

STL.
Vectorii dfn[] si lowl[] contin valorile calculate in timpul parcurgerii DFS.

Variabila globala num este utilizata pentru a calcula numarul de ordine al varfului curent
in parcurgerea in adancime.

Variabila globala nrfii retine numarul de fii ai varfului de start in arborele partial DFS.

Vom utiliza o stiva s In care vom retine muchiile din graf (atat cele care apartin arborelui
cat si cele de intoarcere) in ordinea in care sunt intalnite in timpul parcurgerii. Atunci
cand identificam o componenta biconexa, mai exact cand identificam un nod u care are
un fiu z astfel incat low(x) > dfn(u), eliminam din stiva toate muchiile din componenta
biconexa respectiva. Functia Initializare() initializeaza stiva cu o muchie fictiva (cu
extremitatea finala egala cu varful de start si extremitatea initiala -1, un nod inexistent).

Vom reprezenta multimea punctelor de articulatie identificate in timpul parcurgerii in
adancime prin vectorul caracteristic Art (Art[i] = 1, dacd i este punct de articulatie
si 0 in caz contrar).

In functia main() , dupa citire si initializare, vom apela functia Biconex(start, -1) care
realizeaza descompunerea grafului in componente biconexe, apoi afisam punctele de arti-
culatie.

using namespace std;
ifstream fin("biconex.in");
ofstream fout("biconex.out");
int n;

int start=1;

int num;

int nrfii;

int nr;

vector<int> G[NMAX];

int dfn[NMAX], low[NMAX];
bool Art[NMAX];

struct Muchie {int f, +t;};
stack<Muchie> S;

void Citire();

void Biconex(int ,int );

void Initializare();

void Afisare_Comp_Biconexa(int, int);

int main()
{int 1i;
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Citire();

Initializare();

Biconex(start,-1);

//Afisez punctele de articulatie

if (nrfii>1) //start este punct de articulatie
Art[start]=1;

fout<<"Punctele de articulatie sunt: ";

for (i=1; i<=n; i++)
if (Art[i]) fout<<i<<' ';

return O;

void Citire()
{int x, y, m, i;

}

fin>>n>>m;
for (i=0; i<m; i++)
{fin>>x>>y;
G[x] .push_back(y); Gly].push_back(x);
}

void Initializare()
{int 1i;

}

for (i=1; i<=n; i++) dfnl[il=low[il=-1;
Muchie fictiv={start, -1};
S.push(fictiv);

void Biconex(int u, int tu)
//u este nodul curent; tu este nodul parinte al lui u
{int x, p;

Muchie m;
dfn[ul=low[u]=++num;
//parcurg lista de adiacenta a nodulut u
for (p=0; p<G[u].size(); p++)
{x=G[ul [p]; //z este un nod adiacent cu u
if (x!=tu && dfn[x]<dfn[ul)
//insereaza in stiva S muchia [u,z]
{m.f=x; m.t=u; S.push(m); }
if (dfn[x]==-1) //z nu a mai fost vizitat
{if (u==start) //am gasit un fiu al varfulut start
nrfii++;
Biconex(x,u);
low[ul=min(low[u],low[x]);
if (low[x]>=dfn[ul) //u este punct de articulatie
//am identificat o componenta biconeza,
//formata din muchiile din stiva S pand la
//%ntdlnirea muchiei [u,z]
{ if (u'=start) Art[ul=1;
Afisare_Comp_Biconexa(x, u); }

}
else //z a mai fost vizitat
if (x!=tu)

//x nu este tatal lui u,
//dect [u,xz] e muchie de %ntoarcere de la u la =
low[ul=min(low[u] ,dfn[x]);
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void Afisare_Comp_Biconexa(int x, int u)

{Muchie p;
nr++;
fout<<"Componenta biconexd "<<nr<<" contine muchiile:\n";
do
{p=S.top(O); S.popO);
fout<<p.t<<' '<<p.f<<'\n'; }
while (p.t!=u || p.f!=x);
b

Teorema 1. Apelul functiei Biconex(start, -1) genereaza componentele biconexe ale
grafului conex G.

Demonstratie. Vom lua in considerare cazul in care n, numarul de varfuri din G, este
cel putin 2 (daca n = 1, G are o singura componenta biconexa, formata dintr-un singur
varf).

Vom face demonstratia prin inductie dupa B, numarul de componente biconexe.

P(1): B = 1 = graful este biconex: radacina start a arborelui partial DFS va avea un
singur fiu, sa-1 notam z. Apelul Biconex(x, start) a explorat toate muchiile grafului
si le-a introdus in stiva s. Cum x este singurul varf pentru care low[z] > dfn[start],
muchiile grafului vor fi afisate Intr-o singura componenta biconexa.

Pasul inductiv:

P(B): Sa presupunem acum ca algoritmul functioneaza corect pentru toate grafurile
conexe cu cel mult B componente biconexe.

P(B + 1): Vom demonstra ca algoritmul functioneaza pentru toate grafurile conexe cu
cel mult B 4+ 1 componente biconexe.

Fie G un graf cu B+1 componente biconexe si fie x primul varf pentru care este indeplinita
conditia low[z] > dfn[u]. Pana in acest moment nu a fost identificata nici o componenta
biconexi. In urma apelului Biconex(x, u) , toate muchiile incidente cu descendenti ai lui
x se afla in stiva s, deasupra muchiei |[u,z]. Cum x este primul varf care indeplineste
conditia low[z] > dfn[u], deducem ca descendentii lui x nu sunt puncte de articulatie.
Cum u este punct de articulatie, rezulta ca muchiile situate in s, deasupra muchiei [u, ],
inclusiv, formeaza o componenta biconexa. Muchiile acestei componente biconexe sunt
extrase din stiva si afisate, deci, de la acest pas algoritmul revine la aflarea componentelor
biconexe ale unui graf G, obtinut din G prin eliminarea unei componente biconexe. Cum
G are B componente biconexe, conform ipotezei inductive, algoritmul determina corect
componentele biconexe ale lui G. O

Complexitate

Complexitatea algoritmului de descompunere in componente biconexe a unui graf repre-
zentat prin listele de adiacenta este data de parcurgerea DF'S, deci este O(n + m), unde
n este numarul de varfuri, iar m numarul de muchii din graf.
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10.3 Exercitii propuse

1. Care sunt punctele de articulatie ale grafului din figura urmatoare? Descompuneti
graful urmator in componente biconexe.

Figura 10.4

2. Adaugati un numar minim de muchii in graful urmator astfel incat sa obtineti un graf
biconex.

Figura 10.5

3. Scrieti un program care sa identifice puntile unui graf.

10.4 Aplicatii

10.4.1 Problema Pamant (ONI 2011, clasele XI-XII)

Pe pamantul din apropierea localitatii Gheorgheni s-au intalnit toti copiii si doresc orga-
nizarea unui joc mai deosebit. Copiii au fost numerotati de la 1 la N si stim care sunt
prietenii fiecarui copil.

O echipa este un grup maximal de copii cu proprietatea ca oricare ar fi copiii P si @
din echipa, exista un sir de copii C, ..., C} astfel incat P = C4, Q = C}, si oricare ar fi
1 <i <k, C; este prieten cu Cjy 1.

Fiecare echipa va primi un cod, egal cu cel mai mic numar de ordine al unui copil din
echipa respectiva.

Dorim sa aflam care sunt copiii vulnerabili, adica acei copii care daca ar fi eliminati ar
duce la spargerea echipei sale in doua sau mai multe echipe.
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Cerinta

Scrieti un program care sa identifice toate echipele formate conform regulilor de mai sus,
precum si care sunt copiii vulnerabili.

Date de intrare

Fisierul de intrare pamant.in contine pe prima linie doua numere naturale N si M re-
prezentand numarul de copii si respectiv numarul relatiilor de prietenie. Urmatoarele
M linii contin cate doua numere naturale distincte z si y, cu semnificatia ca x si y sunt
numerele de ordine a doi copii in relatie de prietenie.

Date de iesire

Prima linie a fisierului de iesire pamant.out contine o singura valoare naturala A, repre-
zentand numarul de echipe. A doua linie contine A numere naturale separate prin cate
un spatiu reprezentand codurile echipelor, In ordine crescatoare. A treia linie contine o
valoare naturala B reprezentand numarul de copii vulnerabili. A patra linie contine B
valori naturale, separate prin cate un spatiu, reprezentand numerele de ordine, scrise in
ordine crescatoare, ale copiilor vulnerabili.

Restrictii si precizari
e 1 <N 100000

1 < M < 200000

« Relatiile de prietenie sunt reciproce: daca z este prieten cu y, atunci si y este
prieten cu .

e Daca z este prieten cu y si y este prieten cu z nu inseamna ca x este prieten cu z.

Exemple
pamant.in pamant.out Explicatii
10 7 4 Existd 4 echipe si anume:
12 13409 prima echipa: 12 8
28 2 a doua echipa: 357 10
4 6 25 a treia echipa: 4 6
35 a patra echipa: 9
3 10 Exista doi copii speciali si anume 2 si 5.
5 10
57
Solutie

Problema presupune descompunerea grafului in componente conexe, iar pentru fiecare
componenta conexa identificarea punctelor de articulatie.
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Implementare

#include <bits/stdc++.h>

#define NMAX
#define MMAX

100100
200100

using namespace std;

ifstream fin(

"pamant.in") ;

ofstream fout("pamant.out");

int n;

int start;
int num;
int nrfii;
int nrc;
int nra;

//numarul de varfuri din graf

//varful de start in parcurgerea DFS

//numarul de ordine al varfulut curent im parcurgerea DFS
//numarul de fit ai varfulut de start

//numarul de componente conexe

//numarul de puncte de articulatie

vector<int> G[NMAX]; //reprezentarea grafului prin liste de adiacentd

int dfn[NMAX]

, low[NMAX];

bool Art[NMAX];
//vectorul caracteristic al multimii punctelor de articulatie

bool cc[NMAX]

)

//vectorul caracteristic al reprezentantilor componentelor conexe

void Citire()

’

void Biconex(int ,int );
void Afisare();

int main()
{Citire();

for (start=

1; start<=n; start++)

if (dfn[start]==-1)

{nrc++;

nrfii=0;

cclstart]=1;

Biconex(start,-1);

if (nrfii>1) //start este punct de articulatie
Art[start]=1;

}
Afisare();
return O;

3

void Citire()
{int x, y, m,
fin>>n>>m;

al g

for (i=0; i<m; i++)
{fin>>x>>y;
G[x] .push_back(y);
G[y] .push_back(x) ;

3

for (i=1; i<=n; i++) dfn[il=low[il=-1;

3

void Biconex(int u, int tu)
//u este nodul curent; tu este nodul parinte al lui u

{int x, p;

dfn[ul=low[u]=++num;
//parcurg lista de adiacentd a nodulut u
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for (p=0; p<G[u].size(); p++)
{x=G[u] [p];
if (dfn[x]==-1)
{if (u==start)
nrfii++;
Biconex(x,u);
low[ul=min(low[u],low[x]);
if (low[x]>=dfn[ul)
{ if (u'=start) Art[ul=1; }
}
else
if (x!=tu)

low[u]l=min(low[u] ,dfn[x]);
}

void Afisare()
{int 1i;
fout<<nrc<< 2
for (i=1; i<=n; i++)
if (ccl[il) fout<<i<<' ';
fout<< o
for (i=1; i<=n; i++)
if (Art[i]) nra++;
fout<<nra<< o
for (i=1; i<=n; i++)
if (Art[i]) fout<<i<< g
fout<< ;

10.4.2 Problema Police Query (Croatian Olympiad in Informa-
tics 2006)

Pentru a prinde infractorii, politia vrea sa introduca un nou sistem computerizat. Zona
pe care acest sistem o va acoperi este constituita din N orase (numerotate de la 1 la
N), conectate prin E drumuri bidirectionale. Pentru a prinde infractorii, deseori politia
trebuie sa se deplaseze dintr-un oras in altul. In plus, politistii, analizand harta, trebuie
sa decida unde sa instaleze baricade si sa blocheze drumuri. Prin urmare, noul sistem
trebuie sa raspunda la urmatoarele doua tipuri de interogari:

Interogare Semnificatie Restrictii

1ABXY Pot infractorii sa ajunga din orasul A in orasul A # B
B daca politia blocheaza drumul dintre X:Y exista drumul [X,Y]
si infractorii nu pot trece pe acest drum?

2 ABC Pot infractorii sa ajunga din orasul Ainorasul A# B,A#C,C # B
B daca politia izoleaza orasul C' si infractorii
nu pot trece prin acesta?

Scrieti un program care sa implementeze un astfel de sistem.
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Date de intrare

Prima linie contine numerele naturale N si E, separate prin spatiu, reprezentand numarul
de orase si numarul de drumuri. Fiecare dintre urmatoarele F linii contine doud numere
naturale distincte cuprinse intre 1 si IV, separate prin spatiu, reprezentand drumurile.
Urmatoarea linie contine numarul natural ) reprezentand numarul de interogari. Fiecare

dintre urmatoarele () linii contine cate o interogare, In forma descrisa in enunt.

Date de iesire

Fisierul de iesire va contine () linii, pe fiecare linie fiind scris raspunsul pentru o interogare,

in ordinea din fisierul de intrare. Raspunsul poate fi yes sau no.

Restrictii si precizari
e 2< N <108
e 1<E<ZL5-10°

1<Q<10°

Exemple
Intrare Iesgire
13 15 yes
12 yes
23 yes
35 no
2 4 yes
46
26
14
17
78
79
7 10
8 11
8 12
9 12
12 13
5
151312
16214
113678
21367
21368

Se garanteaza ca initial este posibil sa ajungi din orice oras In orice alt oras utilizand
drumurile existente.
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Solutie

Evident, vom asocia problemei un graf neorientat, in care orasele corespund varfurilor,
iar drumurile corespund muchiilor. Se garanteaza ca graful este conex.

Pentru interogarile de tip 1 raspunsul va fi no daca si numai daca muchia [X, Y] este o
puncte si orice drum de la A la B utilizeaza aceasta muchie. Mai mult decat atat, se
poate demonstra usor prin reducere la absurd ca daca [X, Y] este punte, dacd un drum de
la A la B foloseste aceasta muchie, atunci orice drum de la A la B va trece prin muchia
[X,Y]; deci este suficient sa gasim un drum de la A la B si sa verificim daca muchia
[X, Y] apartine drumului.

Pentru interogarile de tip 2 raspunsul va fi no daca si numai daca orasul C' este un punct
de articulatie, A si B sunt in componente biconexe diferite si toate drumurile de la A la
B trec prin orasul C.

Pe parcursul parcurgerii DF'S, similar cu descompunerea unui graf in componente bicon-
exe:

—_

calculam dfn si low;
identificam punctele de articulatie;

identificam puntile;

Ll

retinem arborele partial DFS, reprezentat prin liste de adiacenta; observati ca In
lista de adiacentda a unui varf, nodurile sunt ordonate crescator dupa dfn (vor fi
plasate in ordinea in care au fost vizitate);

5. determinam pentru fiecare varf x din graf valoarea ultim[z] = pasul la care a fost
»atins” pentru ultima data varful x in timpul parcurgerii DFS (moment la care
toate varfurile din subarborele cu radacina x in arborele partial DFS au fost deja
vizitate).

Pentru a verifica daca un varf a se afla in subarborele cu radacina b in arborele partial DFS
vom utiliza functia este_descendent care verifica daca dfn[b] <= dfn[a] && ultim[a] <= ultim[b] .

Pentru interogarile de tip 1 a b x y:
1. daca muchia [z, y] nu este punte, raspunsul este yes;

2. dacd muchia [z,y] este punte (consideram ca dfn[z] < dfny]) atunci daca a si b
sunt ambii in subarborele cu radacina y raspunsul este yes; de asemenea daca nici
a, nici b nu sunt in subarborele cu radacina y atunci raspunsul este yes (pentru ca
drumul de la a la b nu utilizeaza muchia [z, y]).

Pentru interogarile de tip 2 a b c:
1. daca c nu este punct de articulatie, raspunsul este yes;
2. daca c este punct de articulatie, analizam urmatoarele 3 cazuri:

(a) daca a sibnusunt descendenti ai lui ¢ (nu fac parte din subarborele cu radacina
¢) atunci raspunsul este yes;

(b) daca a si b sunt ambii descendenti ai lui ¢, apelam functia fiu care determina
acel fiu al lui ¢ (nod din lista sa de adiacenta in arborele partial DFS) care
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contine In subarborele sau varful a (sa-1 notam f,), respectiv acel fiu al lui
c care contine in subarborele sau pe b (sa-1 notam f;); daca f, = f,, atunci
raspunsul este yes; de asemenea raspunsul este yes in cazul in care low(f,) <
dfn(c) si low(fy) < dfn(c) (pentru ca astfel exista rute alternative de la a la
b, care nu trec prin c);

(c) sa consideram ca a nu este descendent al lui ¢ si b este descendent al lui ¢ (in
caz contrar inversam a cu b); In acest ultim caz apelam functia fiu pentru a
determina f, (fiul lui ¢ care il are pe b ca descendent); daca low(f,) < dfn(c)
atunci raspunsul este yes (deoarece exista o ruta alternativa, care nu trece
prin ¢)

Implementare

using namespace std;

typedef pair<int,int> muchie;
map<muchie, int> punte;
vector<int> ADFS[NMAX];

int n;
int num;
int nrfii;

vector<int> G[NMAX];
int dfn[NMAX], low[NMAX], ultim[NMAX];
bool Art[NMAX];

void Citire();

void Biconex(int u, int tu);

int este_descendent(int a, int b);
int fiu (int x, int a);

int main()
{int i, tip, a, b, ¢, x, y, fa, fb, q;
cin.sync_with_stdio( );
Citire();
Biconex(1,-1);
if (nrfii>1) Art[i1]=1;
cin>>q;
for (i=0; i<q; i++)
{cin>>tip>>a>>b;
if (tip==1)
{cin>>x>>y;
if (dfn[x] > dfnly]) swap(x,y);
if (!punte.count (muchie(x,y)))
cout<<"yes\n";
else
if (este_descendent(a,y) == este_descendent(b,y))
cout<<"yes\n";
else
cout<<"no\n";
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else
{
cin>>c;
if (YArt[c])
cout<< 5
else
{
if ('este_descendent(a,c) && 'este_descendent(b,c))
cout<< ;
else
if (este_descendent(a,c) && este_descendent(b,c))
{fa = fiu(c,a); fb = fiu(c,b);
if (fa == fb)
cout<< 5
else
if (low[fal<dfn[c] && low[fb] < dfn[c])
cout<< ;
else
cout<< 5
}
else
{if (este_descendent(a,c)) swap(a,b);
fb = fiu(c,b);
if (low[fb] < dfnlc]) cout<< 2
else
cout<< ;
}
}
}
}
return O;
}
void Citire()
{int x, y, m, i;
cin>>n>>m;
for (i=0; i<m; i++)
{cin>>x>>y;

G[x] .push_back(y);
Gly] .push_back(x);
}
for (i=1; i<=n; i++) dfn[i]l=low[il=-1;

}
void Biconex(int u, int tu)

{int x, p;
dfn[u]l=low[u]=++num;

for (p=0; p<G[u].size(); p++)
{x=G[ul [p];
if (dfn[x]==-1)
{ADFS [u] . push_back(x) ;
if (u==1)
nrfii++;
Biconex(x,u);
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low[ul=min(low[u],low[x]);
if (Qow[x]>=dfn[ul)
{ if (u'=1) Art[ul=1;
if (Qow[x] > dfn[u]) punte[muchie(u,x)] = 1; }
}
else
if (x!=tu)

low[u]l=min(low[u] ,dfn[x]);
}
ultim[u]=++num;

}

int este_descendent(int a, int b)

{
return dfn[b] <= dfn[a] && ultim[a] <= ultim[b];

}
int fiu (int x, int a)

{int st = -1, dr = ADFS[x].size(), mij;
while (dr-st>1)
{mij=(st+dr)/2;
if (dfnlal > ultim[ ADFS[x][mijl]) st = mij;
else dr=mij;
}
return ADFS[x] [dr];
}

10.5 Probleme propuse

Problema Componente biconexe

Problema Santa

Problema Two papers II

Problema Submerging Islands

10.6 Bibliografie
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Capitolul 11

Algoritmul lui Dial

PROF. DAN PRACSIU
Liceul Teoretic ,,Emil Racovita” Vaslui
Centrul Judetean de Excelenta Vaslui

Algoritmul lui Dial determina drumul de cost minim de la un nod al unui graf ponderat
la toate celelalte noduri accesibile. Ins&, spre deosebire de alti algoritmi de drum minim,
precum algoritmul lui Dijkstra sau algoritmul Bellman-Ford, algoritmul lui Dial se aplica
asupra grafurilor in care ponderile pe muchii sunt suficient de mici.

11.1 Algoritmul lui Dijkstra

Consideram un graf ponderat G = (V, E), unde V' este multimea nodurilor (numerotate
de la 1la n) si E este multimea muchiilor, graful fiind reprezentat prin liste de adiacenta,
iar costurile pe muchii fiind strict pozitive. Sa ne reamintim algoritmul lui Dijkstra de
complexitate O(m + nlogn) care determina distantele minime de la un nod de start s la
toate celelalte noduri accesibile. Se construiesc vectorii:

e d, de lungime n, in care d[i] memoreaza distanta minima de la nodul de start s la
nodul 7;

e viz, de lungime n, in care viz[i] = 0, daca nu s-a gasit inca distanta minima de la
s la i, sau viz[i] = 1, daca distanta minima de la s la ¢ a fost deja determinata.

Prin cost(i, j) se intelege costul muchiei [7, j].
Algoritmul de mai sus are complexitatea O(n?) daci la fiecare pas determinarea nodului

p cu d[p] minim se face liniar, sau complexitatea O(m + nlogn) daca se utilizeaza in loc
de d un min-heap (coada de prioritati) pentru extragerea minimului.
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Algoritmul 1 Algoritmul lui Dijkstra
1: d[S] «—0
2: d|i] <— oo, pentru orice i # s
3: viz[i] «— 0, pentru orice i =1...n
4: pentrui=1,...,n — 1 executa
5: determind nodul p cu d[p] minim si viz[p] =0
6
7
3
9

daca d[p| = oo atunci

- STOP
altfel
vizp] < 1;
10: pentru fiecare varf adiacent 7 al lui p executa
11: daca d[i] > d[p] + cost(p, i) atunci
12: L _d[i] + d[p] + cost(p,1)

11.2 Algoritmul lui Dial de determinare a distantelor
minime

Pornind de la algoritmul lui Dijkstra, in cazul in care distantele de la nodul s la toate
celelalte noduri sunt suficient de mici (valori intre 0 si W), putem obtine o solutie de
complexitate liniara cu algoritmul lui Dial. Ideea este de a memora pentru fiecare distanta
x=0...W cate o lista de noduri. Mai precis, la fiecare pas al algoritmului, L[z] retine
lista nodurilor care se gasesc la distanta x de nodul de start s. Ca si la algoritmul lui
Dijkstra, utilizam vectorii:

1. d, de lungime n, in care d[i] memoreaza distanta minima de la nodul s la nodul 4

2. viz, de lungime n, in care viz[i] = 0, daca nu s-a gasit Inca distanta minima de la
s la i, sau viz[i] = 1, daca distanta minima de la s la ¢ a fost deja determinata.

Se parcurg listele de la L[0] la L[W]. Pentru fiecare lista L[z|, parcurgem nodurile listei
si pentru fiecare astfel de nod i din L[x]:

1. Marcam viz[i] = 1 (am gasit distanta minima).

2. Pentru fiecare nod adiacent nevizitat j al lui ¢, daca d[j] este mai mare decat d[i
la care se adauga costul muchiei (i, 7):

(a) scoatem nodul j din lista L[d[j]];
(b) actualizam valoarea lui d[j];
(¢) depunem nodul j in lista L[d[j]].

Dupa parcurgerea tuturor listelor de la 0 la W, vectorul d de distante minime a fost
construit.

La pasul (b) atunci cand actualizam valoarea d[j] putem renunta la extragerea nodului j
din vechea lista L[d[j]] in cazul in care avem suficienta memorie. Nodul j va aparea astfel
in mai multe liste, dar cnd il intalnim prima oara si vizitam pe j (viz[j] = 1), atunci
celelalte aparitii ale lui 7 in alte liste se ignora.
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11.3 Aplicatie: Problema TollRoads

N orase sunt conectate intre ele prin M autostrazi bidirectionale, fiecare autostrada
(a,b) avand un cost de tranzit ¢ atasat. Se doreste revizuirea sistemului de taxare, insa
sunt cateva aspecte ce trebuie luate in calcul si necesita investigatie, deoarece o parte
dintre cele NV orase sunt centre comerciale sau turistice importante. Se doreste sa se afle
raspunsul la o serie de ) intrebari de forma: (X,7") — céte dintre celelalte N — 1 orase
au acces catre orasul X, cu o taxa totala de cel mult T catre fiecare oras? (7" < 100 000)

Solutie

Algoritmul lui Dial face in acest caz T pasi, deoarece valoarea T' nu poate fi depasita,
deci se porneste cu L[0] care memoreaza nodul de start k. Apoi se parcurg listele de la
L[1] la L[T] pentru actualizari, exact precum s-a descris in algoritmul de mai sus.

using namespace std;

ifstream fin("tollroads.in");
ofstream fout("tollroads.out");

int n, d[100002];

vector< pair<int, int> > h[100002];
bitset<100002> viz;

int Test(int k, int T) {
int i, x, cnt = -1;
vector<int> L[100002];

viz.reset();

for (i = 1; i <= n; i++)
d[i] = 1e9;

d[k] = 0;

L[0] .push_back(k) ;

for (i = 0; i <= T; i++)
if (L[i].size() > 0) {
for (int nod : L[i])
if (viz[nod] == 0) {
viz[nod] = 1;
cnt++;
for (auto e : h[nod])
if (vizl[e.first] == 0) {
x = d[nod] + e.second;
if (x <= T && dle.first] > x) {
dle.first] = x;
L[x] .push_back(e.first);
}
}

I
return cnt;

3

int main() {
int i, j, k, ¢, T, m, Q;
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fin >> n >> m > Q;

for (k = 1; k <= m; k++) {
fin >> i >> j >> c;
h[i].push_back({j, c});
h[j].push_back({i, c});

}

while (Q--) {

fin >> k >> T;

fout << Test(k, T) <<
}

fout.close();
return O;
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Partea a IV-a

Algoritmi pe siruri de caractere
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Capitolul 12

Cautari In siruri de caractere.
Algoritmul Rabin-Karp

CATALIN FRANCU
Nerdvana Bucuresti

Cautarea unui subsir Intr-un sir Inseamna gasirea tuturor pozitiilor la care subsirul apare
in sir. Sd introducem cateva definitii si notatii pentru restul articolului.

12.1 Terminologie

Definitia 12.1. Un sir de caractere este un vector cu elemente de tip caracter.
Notatie. Vom nota cu X alfabetul din care fac parte elementele sirului.

In multe probleme de informatici, ¥ = {a,b,...,z}, dar ocazional alfabetul poate consta
din 0 si 1, din litere mari etc.

Notatie. Vom nota cu |S| lungimea sirului S.

Vom opera pe siruri C ( charx ), astfel ca un sir de n caractere isi stocheaza informatia
pe pozitiile 0...n — 1 si contine terminatorul pe pozitia n. Codul poate fi usor
adaptat si pentru clasa C++ string .

Definitia 12.2. Spunem ca un subsir P apare la pozitia k intr-un sir S daca |P|+k <
|S| si Pli] = S[i + k] pentru 0 < ¢ < |P|. Valoarea k se numeste deplasare valida.
Pozitiile la care P nu apare in S se numesc deplasari invalide.

Cu aceste definitii si notatii, putem reformula cautarea subsirului P in sirul S' ca gasirea
tuturor deplasarilor valide ale lui P in S. Subsirul de cautat se mai numeste si sablon
(engl. pattern). Vom nota |P| =m si |S| = n.

12.2 Algoritmul naiv

Urmatorul algoritm evalueaza naiv fiecare deplasare si le tipareste pe cele valide. Pentru
o deplasare dep fixata, algoritmul cauta liniar prima nepotrivire.
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A

Figura 12.1: Pentru sablonul P = rac si sirul § = abracadabra,
k = 2 este o deplasare valida, iar k = 7 este o deplasare invalida.

int n = strlen(s);
int m = strlen(p);

for (int dep = 0; dep <= n - m; dep++) {
int 1 = 0;
while ((i < m) && (p[i] == s[i + dep])) {
i++;
}
if (1 == m) {
printf( , dep);
}
}

Algoritmul este ineficient, avind complexitate O(m(n —m)). Putem expune aceasta ine-
ficienta cu valori ca S = aaaaaaaaaa si P = aaaaab. Pentru completitudine, mentionam
totusi ca exista situatii in care algoritmul naiv se comporta optim. Iata trei dintre ele.

12.2.1 Toate caracterele din sablon sunt diferite

Sa presupunem ca pentru o deplasare k gasim o prima nepotrivire intre P[i] si S[i + k.
In particular, aceasta inseamns ca P[1...5 — 1] = S[l+k...i — 1 +k]. Asadar, in toata
acea regiune din S apar caractere din P, dar nu P[0]. Evaluarea acelor deplasari va esua
inca de la prima comparatie. Urmatoarea deplasare care are o sansa sa fie valida va fi
k+ 1.

Din acest motiv, complexitatea este O(n).

12.2.2 Unul dintre sirurile S si P este generat aleatoriu

In aceasta situatie, fiecare comparatie intre un caracter din S si unul din P va esua cu
probabilitatea

X[ -1
%]
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0 1 2 3

P a|blc|d

Figura 12.2: Pentru deplasarea k = 2, prima nepotrivire apare la pozitia ¢ = 3.
Caracterul a nu apare pe pozitiile 3 si 4. Urmatoarea deplasare care merita verificata
este k = 5.

, de unde cu putina teorie a probabilitatilor aflam ca numarul asteptat de comparatii
pentru o deplasare data va fi

X[ -1

Aceasta valoare este 2 pentru alfabete binare si tinde la 1 pe masura ce marimea alfabe-
tului creste.

12.2.3 m are valoare apropiata de n

Reamintim ca complexitatea nu este O(mn), c¢i O(m(n —m)).

12.3 Functii hash

Daca ati descarcat vreodata un fisier mare (de exemplu, o imagine de stick bootabil),
poate ati observat ca alaturi de el gasim o suma de control (engl. checksum), de regula
sub forma unui numar hexazecimal lung calculat cu un algoritm ca SHA256. Care este
rostul acestui checksum? In esentd, este un mod de a ne asigura ca am descarcat fisierul
fara erori. Rulam local acelasi algoritm si ne asiguram ca obtinem acelasi rezultat ca pe
site.

Un algoritm de checksum este un tip particular de functie hash (diferentele depasesc
scopul prezentului articol). O functie hash transforma niste date de o lungime arbitrara
in alte date (numite valori hash) de lungime fixa. Indiferent cdt de mare este fisierul
descarcat sau lungimea sirului citit, functia hash returneaza valori pe un numar fix de
biti, de exemplu 256.

De la o functie hash buna dorim urmatoarele proprietati:
1. Sa fie usor de calculat.
2. Sa traduca valori de intrare aproape identice in valori hash substantial diferite.

3. Sa genereze toate valorile hash posibile cu aceeasi probabilitate pentru valori de
intrare aleatorii; cu alte cuvinte, sa distribuie bine valorile de intrare.

Este important sa observam ca functiile hash nu sunt injective. Nici nu ar avea cum,
caci spatiul valorilor de intrare este infinit, pe cand spatiul valorilor hash este finit. Ce
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implica aceasta? Daca doua valori de intrare X si Y corespund la valori hash diferite,
atunci stim sigur c& X # Y. In schimb, daci valorile hash sunt egale, nu avem nicio
garantie ca X = Y. De exemplu, pentru functia hash H(z) = z mod 10, valorile de
intrare 27 si 57 corespund aceleiasi valori hash, 7. Aceasta situatie se numeste coliziune.

12.4 Cautarea cu functii hash

Din sectiunea anterioara decurge o metoda de cautare cu functii hash:

strlen(s);
int m = strlen(p);
int hp = hash(p, m);

int n

for (int dep = 0; dep <= n - m; dep++) {
if ((hash(s + dep, m) == hp) &&
compar_naiv(p, s + dep, m)) {
printf ( , dep);
}
}

Pentru concizie, am exclus codul functiilor hash si compar_naiv. Observam ca acest
algoritm are tot complexitate O(m(n —m)), din doua motive:

1. Functia hash, daca ii permitem sa examineze complet subsirul curent, are comple-
xitate O(m). Vom arata in sectiunea urmatoare cum putem reduce complexitatea

la O(1).

2. Pentru date de intrare ca S = aaaaaaaaaa si > = aaaaaa, toate valorile hash vor
fi egale si algoritmul va degenera in n — m comparari naive.

12.5 Functii rolling hash

Sa consideram alfabetul 3 = {0,1,...,9}. Sa consideram, pentru simplitate, ca m < 9.
Atunci putem defini functia hash a unui subsir de lungime m ca fiind valoarea numerica
a acelui sir. De exemplu, H("2943") = 2943.

Acum, fie P =9435s1 .S = 1112943511. Atunci vom calcula H(P) = 9435si H(S[3...6]) =
2943. Cand trecem de la deplasarea 3 la deplasarea 4, putem calcula in doar O(1) noua
valoare hash, H(S[4...7]). Procedam astfel:

« Din 2943 scidem prima cifrd (adicd 2) inmultita cu 10™~! (adica 1000). Diferenta
este 943. In termeni de siruri, am eliminat primul caracter din stanga.

e Pe 943 1l inmultim cu 10. Obtinem 9430.

« Adaugam urmitoarea cifra din S (5). Obtinem 9435. In termeni de siruri, am
adaugat la dreapta urmatorul caracter.

Avantajul este ca am redus la O(n) efortul total pentru a calcula valorile hash ale tuturor
subsirurilor lui S de lungime m. Acest tip de functie se numeste rolling hash pentru ca
se rostogoleste de la o pozitie la urmatoarea.
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0 1 2 4 5 6 7 8 9
S 11111219435 |1]1
0 1 2 .
H(S[3..6)) 2[9]4]3
0 1 3
H(S[4..7)) 9l4]3]5

Figura 12.3: Pentru deplasarea k£ = 3, valoarea hash este 2 943.
Pentru k = 4, valoarea hash este (2943 — 2000) x 10 +5 = 9435.

In cazul general, valorile hash vor avea marimi de ordinul |X|™ si vor fi prea mari pentru
a fi reprezentate in tipuri de date simple. Solutia este sa operam modulo o valoare g.
Astfel, formula generala pentru a trece de la o valoare hash la urmatoarea este:

H(S[k+ 1.k +m)) = {[H(S[k;...k +m—1]) — S[k] - |2|m-1] S|+ Sk +m]} mod g

In concluzie, functia traduce |X|™ siruri posibile in doar ¢ valori hash. Asadar, pot aparea
coliziuni. De aceea, ori de céte ori gasim in S valoarea H(P) este necesar sa facem si o
comparare naiva. Complexitatea teoretica a algoritmului raméane O(m(n —m)).

12.6 Algoritmul Rabin-Karp

Punand cap la cap toate elementele de mai sus, rezulta codul:

const int MAX_N 1'000'000;
const int SIGMA 26;
const int MOD = 1'000'000'007;

char s[MAX_N + 1], p[MAX_N + 1];
long long q;

void precompute_q(int exp) {
q=1
while (exp--) {
q = q * SIGMA % MOD;
}
}

long long init_hash(char* s, int len) {
long long result = O;
for (int i = 0; i < len; i++) {
result = (result * SIGMA + (s[i] - 'a')) % MOD;
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}

return result;

}

long long avans_hash(long long old, char* s, int len) {
old += MOD - (q * (s[0] - 'a')) % MOD;
return (old * SIGMA + (s[len] - 'a')) % MOD;

}

bool compar_naiv(char* a, char* b, int len) {
int 1 = 0;
while ((i < len) && (al[i] == b[il])) {
i++;

}

return (i == len);

3

int main() {
scanf ("%s %s", s, p);
int n = strlen(s);
int m = strlen(p);
precompute_q(m - 1);

init_hash(p, m);
init_hash(s, m);

long long hp
long long hs

for (int dep = 0; dep <= n - m; dep++) {
if ((hs == hp) &&
compar_naiv(p, s + dep, m)) {
printf ("Deplasare valida: %d\n", dep);
}

hs = avans_hash(hs, s + dep, m);

}

return 0;

Notam urmatoarele considerente practice.
o Valoarea |X|™~! trebuie precalculata.

« Pentru a evita depasirile, este necesar ca |X| - ¢ sa Incapa in tipul de date ales (de
exenuﬂu int sau long long).

Ca incercare de optimizare, putem folosi un modul putere a lui doi pentru viteza mai
mare. Putem chiar si operdm modulo 2% sau modulo 2% si si renuntdm complet la
operatiile de Impartire (depasirile vor face automat acest lucru pentru noi). Totusi, este
posibil ca datele de test sa fie alese adversarial si sa genereze multe coliziuni pentru aceste
module arhicunoscute. Din acest punct de vedere este preferabil un modul mai obscur.

Putem renunta la compararile naive daca avem sperante reale ca nu vor exista coliziuni.
Vom considera orice aparitie a lui H(P) ca fiind o deplasare valida. Atunci algoritmul
devine O(m + n), dar subliniem ca aceasta abordare este teoretic incorecta.

Pentru a reduce numarul de coliziuni, putem calcula doua functii hash modulo doua valori
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diferite, Hy(P) si Hy(P). Sansa sa intalnim o coliziune modulo ambele valori simultan
scade considerabil.

12.7 Bibliografie

[1] Thomas H. Cormen et al., Introduction to Algorithms, The MIT Press, 2022, cap. 32.2.
[2] String Hashing, URL: https://cp-algorithms.com/string/string-hashing.
html.

[3] Zobrist hashing, URL: https://en.wikipedia.org/wiki/Zobrist _hashing, Un
alt exemplu de functie hash recalculabila incremental.
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Capitolul 13

Cautari cu automate finite.
Algoritmul Knuth-Morris-Pratt

CATALIN FRANCU
Nerdvana Bucuresti

Algoritmul KMP este denumit astfel dupa initialele inventatorilor sai, Donald Knuth,
James Morris si Vaughan Pratt. Este un algoritm remarcabil de scurt si de elegant,
dar, fara intelegerea bazelor pe care este construit, el poate parea mistic, revelatia unui
profet pe un munte. Pentru a destrama acest mister, vom face un periplu prin lumea
automatelor finite.

13.1 Terminologie

Introducem Inca cateva notatii suplimentare fata de Sectiunea 12.1.
Notatie. Vom nota cu S}, prefixul de lungime k al sirului S.

Notatie. Vom nota cu A C B faptul ca A este prefix al lui B, asadar ca |A| < |B| si ca
Ali] = BJi] pentru 0 <i < |A]. Daca in plus |A| < |B|, vom folosi notatia stricta A C B.

Notatie. Vom nota cu A J B faptul ca A este sufix al lui B, asadar ca |A| < |B] si ca
Ali] = B[|B| — |A| + 7] pentru 0 < i < |A|. Daca in plus |A| < |B|, vom folosi notatia
stricta A 1 B.

13.2 Automate finite

Colocvial, un automat finit determinist (AFD) este un sistem teoretic care proceseaza
caracter cu caracter un sir dat la intrare, de lungime arbitrara, dar finita. Automatul
accepta unele siruri si le respinge pe restul. Multimea sirurilor pe care automatul la
accepta se numeste limbajul recunoscut de automat.

Sa studiem urmatorul exemplu.

Distingem urmatoarele elemente:
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@, O

Figura 13.1: Un exemplu de automat finit determinist.

« Automatul are doua stari numite p si 7. Dupa fiecare caracter citit, automatul se
va afla intr-una din aceste stari.

« Starea p are o sageata venind din exterior. Ea se numeste stare initiala. In aceasta
stare se afla automatul Inainte de citirea primului caracter.

o Tot starea p are contur dublu. Aceasta o desemneaza drept stare de acceptare.
Pot exista oricate stari de acceptare, inclusiv zero.

 Din fiecare stare porneste exact o sageata pentru fiecare simbol din alfabet, in acest
caz {0,1}. Sagetile arata in ce stare trece automatul la citirea respectivului simbol.
Aceste stari pot fi rezumate in functia (sau matricea) de tranzitie:

simbolul ol1

starea
P i |p
1 Pl

Tabela 13.1: Matricea de tranzitie pentru automatul din Figura 13.1.

Pentru sirul de intrare 11010111, automatul va porni din starea p si va trece succesiv
prin starile p, p, 4,7, p, p, p, p. Intrucat starea finala este una de acceptare, automatul va
accepta sirul 11010111.

Intrebarea este: Ce face acest automat in cazul general? Observatia esentiald este ca el
ramane in aceeasi stare pe caractere 1 si alterneaza intre cele doua stari pe caractere 0.
Rezulta ca automatul se va afla in starea de acceptare (p) ori de cite ori va fi vazut un
numar par de caractere 0. Formal, spunem ca automatul recunoaste limbajul

L ={s|se€{0,1}" si s contine un numar par de zerouri}

De regula avem de rezolvat problema inversa: dandu-se un limbaj, dorim sa construim
un AFD care si-1 recunoasci. In acest caz, strategia este si intelegem ce anume este
reprezentativ pentru portiunea din sir vazuta pana la caracterul curent si sa definim
starile automatului ca sa captureze acea informatie. Pentru automatul din Figura 13.1,
informatia reprezentativa este paritatea numarului de zerouri. De aceea am si denumit
starile p (automatul a citit un numar par de zerouri, initial 0) si ¢ (automatul a citit un
numar impar de zerouri).

13.2.1 Alte exemple de automate

Ca sa ne familiarizam cu procesul de gandire prin care concepem un AFD pentru un limbayj
dat, vom da cateva exemple. Incercati sa descoperiti voi insiva ce limbaje recunosc aceste
automate, Inainte de a citi descrierile!
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0

Figura 13.2

Automatul din Figura 13.2 tine evidenta numarului de caractere 1 intilnite: 0, 1, 2 sau 3
si peste. Intr-adevar, starile 0, 1, 2 si 3 au tocmai acest scop. Automatul accepta sirurile
care contin cel putin 3 caractere 1.

0,1 0,1
&, OO
Figura 13.3

Automatul din Figura 13.3 accepta sirurile care contin 1 pe toate pozitiile pare. Pentru
acest limbaj trebuie sa tinem evidenta a doua informatii: paritatea numarului de caractere
citite (indicata de starile p si i) si daca am vazut, pe orice pozitie para anterioara, un
caracter 0. In situatia din urma, automatul trece intr-o stare ,de eroare”, e, in care el
ramane tot restul sirului si din care nu mai revine niciodata intr-o stare de acceptare.
Astfel, automatul va respinge toate sirurile in care vede un 0 pe o pozitie para si le va
accepta pe restul.

Figura 13.4

Automatul din Figura 13.4 opereaza pe un alfabet unar: sirurile contin doar caracterul
0. Observam ca el accepta doar siruri care constau din n simboluri, unde n = 6k sau
n = 6k + 2 sau n = 6k + 3 sau n = 6k + 4. Cu alte cuvinte, siruri a caror lungime este
multiplu de 2 sau multiplu de 3.
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Figura 13.5

Automatul din Figura 13.5 opereaza pe alfabetul cifrelor zecimale. Daca studiem cum
sunt grupate cifrele, vom observa ca automatul isi schimba starea in functie de restul
modulo trei al ultimei cifre citite. De exemplu, o cifra 1, 4 sau 7 va cauza trecerea in
urmatoarea stare (ciclic). Astfel observam ca starea k arata ca suma cifrelor citite pana
in prezent este congruenta cu k modulo 3. In fapt, automatul acceptd numere naturale
divizibile cu 3.

13.3 Automate pentru recunoasterea de subsiruri

Sa revenim la problema cautarii unui subsir intr-un sir. De exemplu, pe alfabetul binar
{a, b}, sa scriem un automat care ne ajuta sa gasim, in sirul dat la intrare, toate
aparitiile sablonului aab. Metoda este sa scriem un automat care recunoaste toate sirurile
terminate in aab. Atunci automatul se va afla intr-o stare de acceptare imediat dupa
fiecare aparitie a sablonului aab.

H? \[fb

Figura 13.6: Un automat care recunoaste aparitiile subsirului aab.

Observam ca spre dreapta avem exact trei sageti corespunzatoare caracterelor sablonului:
a, a, b. Restul sagetilor raman In aceeasi stare sau merg spre stanga. Intuitiv, cele patru
stari semnifica:

e (: Ultimele caractere vazute nu sunt interesante.

e 1: Ultimul caracter vazut este a.
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e 2: Ultimele doua caractere vazute sint aa.
e 3: Ultimele trei caractere vazute sint aab.

In cazul general, starea k inseamna ci ultimele & simboluri citite de la intrare coincid cu
prefixul de lungime £ al sablonului. De aceea, este relativ clar ca avem nevoie de trei
sageti care consuma caracterele a, a, b si merg exact cu o stare spre dreapta fiecare. Mai
putin evident este unde trebuie sa duca sagetile care merg spre stanga.

Un exemplu relevat este siigeata care cicleaza in starea 2 pentru simbolul a. Intr-adevar,
daca ultimele doua caractere vazute sunt aa si mai vedem inca unul, rezulta ca ultimele
trei caractere vazute sunt aaa. Dintre acestea, ultimele doua inca se potrivesc cu definitia
starii 2, deci automatul ramane in acea stare. De exemplu, pentru sirul de intrare aaaab,
automatul va trece succesiv prin starile 0,1,2,2,2,3 si va accepta sirul. Pentru acelasi
motiv, automatul trece din starea 3 in starea 1 pe simbolul a: putem folosi acel simbol
ca eventual Inceput al unei noi aparitii a lui aab.

Sa incheiem aceasta sectiune cu un exemplu mai complex: un automat care recunoaste
subsirul abacaba in alfabetul literelor mici.

Figura 13.7: Un automat care recunoaste aparitiile subsirului abacaba. Sagetile de sub
fiecare nod duc napoi in starea 0.

Si in Figura 13.7 recunoastem sagetile spre dreapta care consuma cate un caracter din
sablon. Detaliem si traiectoriile a doua sageti spre stanga:

o In starea 3, ultimele caractere vizute sunt aba. Sigeata din starea 3 in starea 2
pe simbolul b Inseamna ca ultimele patru caractere vazute sint abab, dintre care
putem refolosi sufixul ab, cum ar fi de exemplu pentru sirul de intrare ababacaba.

« In starea 7, ultimele caractere vizute sunt abacaba. Sigeata din starea 7 in starea
4 pe simbolul ¢ Inseamna ca ultimele opt caractere vazute sint abacabac, dintre
care putem refolosi sufixul abac, cum ar fi de exemplu pentru sirul de intrare
abacabacaba.

13.4 Algoritmul de cautare cu automate finite

Acum, sa generalizam exemplele din sectiunea anterioara. Dorim sa construim un auto-
mat care sa recunoasca un sablon arbitrar P primit la intrare. Putem deja spune destul
de multe lucruri despre acest automat:

« El va avea m + 1 stiri numerotate de la 0 la m (reamintim cd m "= |P|).
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 Starea initiala este 0.
o Unica stare de acceptare este m.

« Ramane sa definim matricea de tranzitie, notata cu d(g, ¢), pentru fiecare stare ¢ si
fiecare caracter c.

Daca reusim sa construim matricea de tranzitie, algoritmul va rula in mod banal in O(n):
tot ce are de facut este sa consume un caracter si sa treaca in noua stare! Ori de cate ori
ajunge in starea m, algoritmul raporteaza o aparitie a lui P.

Asadar, cum definim (g, ¢)? Din Figurile 13.6 si 13.7 deducem un principiu general, a
carui demonstratie formala o omitem. Daca automatul se afla in starea ¢, inseamna ca
ultimele ¢ caractere citite coincid cu prefixul F,. Daca presupunem ca urmatorul caracter
intalnit este ¢, atunci ultimele ¢ + 1 caractere citite sunt F,c. Dintre acestea, Incercam
sa refolosim cit mai multe dintre ultimele, ca sa ramanem intr-o stare k cit mai mare.

Formal, cdnd cautam un sablon P intr-un sir S, matricea de tranzitie este:
d(q,c) = max{k | P, 3 P,c}

De aici decurge programul de mai jos, care construieste matricea in mod naiv, in O(|X] -
m3). Complexitatea totald este O(|] - m? + n).

const int MAX_N
const int SIGMA

1'000'000;
26;

char s[MAX_N + 1], p[MAX_N + 1];
int d[MAX_N + 1] [SIGMA];
int n, m;

int min(int x, int y) {
return (x < y) 7 x : y;

}

bool compar_naiv(char* a, char* b, int len) {
int 1 = 0;
while ((i < len) && (al[i] == b[il)) {
i++;

}

return (i == len);

bool este_sufix(int k, int q, char c) {
return
(k == 0) ||
((plk - 1] == c¢) && compar_naiv(p, p + (q -k + 1), k - 1));
}

void constr_delta() {
for (int q = 0; q <= m; g++) {
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for (int ¢ = 0; c < SIGMA; c++) {
int k = min(q + 1, m);
while (leste_sufix(k, q, c + M A

k--;

}
dlql [c] = k;

}

}
+

int main() {
scanf ( , S, P);
n = strlen(s);
m strlen(p);

constr_delta();

int q = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
q = dlql[s[i] - 1l g
if (q == m) {
printf ( ,i-m+ 1);
}
}

return O;

13.5 Algoritmul Knuth-Morris-Pratt

Tnarma‘gi cu aceste cunostinte, putem analiza algoritmul KMP. El imbunatateste major
doua aspecte ale algoritmului de cautare cu automate:

1. Reduce memoria necesara de la O(|X| - m) la O(m).
2. Reduce timpul de calcul al informatiilor necesare de la O(|Z] - m?) la O(m).

Automatul calculeaza o functie de prefix 7, un vector cu m elemente, dependent doar
de P, dar nu de S nici de marimea alfabetului. Functia de tranzitie ¢ raspundea la
intrebarea (in limbaj natural): ,,Sunt in starea ¢ si vad la intrare caracterul c. In ce stare
sa trec?” Functia 7 raspunde la o intrebare similara: ,Sunt in starea gq. Presupunand ca
urmatorul caracter de la intrare nu se potriveste, in ce stare sa trec?”

Pentru a intelege de ce aceasta informatie este semnificativa, sa studiem comportamentul
algoritmului cu automate finite pentru datele din figura 13.8.

Automatul va gasi o deplasare valida si va trece in starea |P| = 7 dupa ce consuma
caracterele S[0...9]. Apoi va consuma urmatorul caracter (b) si va trece din starea
7 in starea §(7,b) = 2, deoarece poate reutiliza ultimele doua caractere, ab. In fapt,
automatul precalculeaza cel mai lung sufix al lui P; care este si sufix al lui P; si care
poate fi extins cu caracterul b.

Algoritmul KMP are o abordare usor diferita: el evalueaza toate prefixele lui P; care
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S z|z|lz|la|blalc|la|bl|la]|b
O 1 2 3 4 5 6
P, alblalc|al|b]|a
0o 1 2 3
Py alblalc
0 1
P1 alb

Figura 13.8: La pozitia 10, nu putem extinde prefixul P; cu caracterul b,
ci numai prefixul P;.

sunt si sufixe ale lui P;, respectiv P; = aba si P, = a. Algoritmul incearca sa treaca
in starea 3, dar constata ca P; nu poate fi extins cu caracterul b (caci b # P[3] = c).
Apoi, algoritmul incearca sa treaca in starea 1 si constata ca P, poate fi extins. Asadar,
algoritmul trece in starea 1, apoi consuma caracterul de la intrare (b) si urca in starea 2.

Rezulta ca functia de prefix 7 aferenta unui sablon P trebuie sa calculeze, pentru fiecare
stare ¢, toate prefixele lui P, care sint si sufixe al lui P,. In fapt, lucrurile sint mai
simple. Este suficient ca 7[q] sa stocheze doar cel mai lung dintre aceste prefixe, din
care apoi le putem deduce pe urmatoarele. De exemplu, prefixele lui P; = abacaba care
sunt si sufixe sunt P; = aba si P, = a, dar observam c4d, la randul sau, P; este prefix
si sufix al lui P3. De aceea, lista completa a prefixelor lui P, care sunt si sufixe va fi

mlg], w[mlql], w[m[wq]l], - ..

Formal, definitia lui 7 este:

7(q) =max{k | k < gsi P, O F,}

Cum construim vectorul 7?7 In mod foarte elegant, P trebuie sa raspunda la aceeasi
intrebare despre el insusi ca si despre vectorul S: daca ma aflu in starea g, care este cel
mai lung prefix al lui P care este si sufix al lui F,?

Redam implementarea algoritmului. Precizam ca indicii in pill sunt decalati cu 1,
deoarece vectorul este indexat de la zero. De exemplu, informatia ,,pentru sirul abacaba,
cel mai lung prefix care este si sufix este aba” se noteaza la pozitia 6, asadar pil6] = 3.

const int MAX_N = 1'000'000;
char s[MAX_N + 1], p[MAX_N + 1];
int pi[MAX_N + 1];

int n, m;

void constr_functie_prefix() {
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pil0] = 0;
int k 0;
for (int q = 1; q < m; gq++) {
while ((k > 0) && (plk] !'= plql)) {
k =pilk - 11;
}
if (plk]l == plql) {
k++;
}
pilal = k;
}
}

void kmp() {
int q = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
while ((q > 0) && (plql !'= s[i])) {
q = pilq - 1]1;
}
if (plql == slil) {
q++;
}
if (@ ==m {
printf ("Deplasare validd: %d\n", i - m + 1);
}
}
3

int main() {
scanf ("%s %s", s, p);
n = strlen(s);
m = strlen(p);

constr_functie_prefix();
kmp () ;

return O;

3

13.5.1 Analiza complexitatii

Aparent, constructia lui 7 poate dura O(m?), intruct fiecare bucld while poate face m
iteratii. Totusi, algoritmul KMP, ca si automatul finit, avanseaza spre dreapta cel mult
cu o stare la fiecare caracter citit. De aceea, numarul de incrementari ale lui k£ in functia
constr_functie_prefix() este de cel mult m — 1, iar numarul de scaderi nu poate fi mai
mare. Functia are complexitatea amortizatd O(m). Prin acelasi rationament, functia
kmp() are complexitatea amortizata O(n), iar complexitatea totala a algoritmului KMP

este O(m + n).
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Capitolul 14

Elemente de geometrie
computationala

PROF. MARIUS NICOLI
Colegiul National ,Fratii Buzesti” Craiova
Centrul de Pregatire pentru Performanta in Informatica Craiova

14.1 Introducere

Materialul urmator isi propune prezentarea modului de rezolvare pentru cateva probleme
de geometrie computationala reducand cat mai mult posibil utilizarea functiilor de bibli-
oteca (mai ales a celor ce implica lucru cu numere reale).

Prezentam, mai intai, cateva rezultate utile:

14.1.1 Determinarea distantei dintre doua puncte din plan

Fie doua puncte de coordonate (z1,y1) si (x2,y2). Distanta in plan dintre ele se calculeaza
folosind teorema lui Pitagora. Se formeaza un triunghi dreptunghic, in care catetele au
lungimi |z, — x| respectiv |y; — yo|. Asadar, distanta este lungimea ipotenuzei acestui
triunghi, adica:

V(@ — 22)% + (y1 — 12)?

Formula este valabila si pentru cazurile particulare de puncte cu acelasi x sau cu acelasi
v.

14.1.2 Verificarea coliniaritatii a trei puncte. Aria unui triunghi
determinat de trei puncte in plan

Fie punctele de coordonate: (x1,y1), (z2,y2) si (z3,y3). Daca acestea sunt coliniare ne
putem imagina Figura 14.1:

Cele doua triunghiuri sint asemenea, deci avem relatia
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(@1,71)

(9527y2)

(73,93)

Figura 14.1: Trei puncte coliniare determina triunghiuri asemenea.

T2 =21 Y2— U
I3 — I Ys — U1

care poate fi scrisa

(o —21)(ys —y1) — (v3 —21)(y2 — 1) =0

Aceasta este relatia pe care trebuie sa o verifice punctele pentru ca ele sa fie coliniare.

Un rezultat interesant este urmatorul: daca notam cu D expresia din partea stanga a
semnului ,,=", atunci ‘%l reprezinta aria triunghiului format cu punctele date (am notat cu
|D| valoarea absoluta a numarului D). Iatd o modalitate simpla de justificare. Inscriem
triunghiul format de cele 3 puncte Intr-un dreptunghi, cu laturile paralele cu axele, ca in

figura (consider laturi ale dreptunghiului cele cu  minim, £ maxim, y minim, y maxim).

($2,y2)

(Jflayl)'

(5537 y3)

Figura 14.2: Trei puncte necoliniare.
Putem calcula aria triunghiului in urmatorul mod: Scadem din aria dreptunghiului ariile

a trei triunghiuri dreptunghice. Pe exemplul prezentat obtinem:

(z2 — 1) (y2 — y1) _ (z3 — 22)(y2 — y3) B (z3 — 21)(y1 — ¥a)
2 2 2

(3 — 1) (Y2 — y3) —

Desfacand parantezele si reducand termenii asemenea, vom obtine acelasi lucru (eventual
cu semne schimbate). Exemplul este unul particular, dar indiferent de pozitionarea varfu-
rilor triunghiului in raport cu dreptunghiul, relatia este valabila (de exemplu, putem avea
doua varfuri ale triunghiului suprapuse cu doua ale dreptunghiului, vecine sau diagonal
opuse).
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14.1.3 Ecuatia dreptei in plan

Pentru 3 valori date a, b si ¢, toate punctele din plan care verifica relatia a-z+b-y+c =0
se gasesc pe aceeasi dreapta. Dandu-se doua puncte (x1,y1) si (xa,y2), pentru a scrie
ecuatia dreptei determinata de ele facem urmatorul rationament. Fie un alt punct aflat
pe dreapta determinata de cele doua puncte date. Din cele de mai sus, inseamna ca el
verifica relatia: (z2 —21)(y —y1) — (x — 1) (y2 — y1) = 0. Efectudnd operatiile si cupland
altfel termenii obtinem: (y; — y2)x + (22 — 21)y + 21(y2 — v1) — Y1 (x2 — 1) = 0, deci:

a=1yY — Y
b:.l’g—l'l

c= $1(y2 - yl) - 3/1(372 — 371)

Odata obtinute a, b, ¢ ca mai sus, asa cum am spus, pentru toate punctele (z,y) de pe
dreapta, expresia a-x+0b-y+c are valoarea 0. Mai mult, este de o mare valoare urmatorul
rezultat: toate punctele din acelasi semiplan, introduse in ecuatia dreptei, fac ca expresia
sa dea o valoare nenula si cu acelasi semn. Adica pentru toate punctele (z,y) dintr-un
semiplan avem: a - x + b -y + ¢ > 0 si pentru toate punctele (z,y) din celalalt semiplan
avem a-x+b-y+c <0.

14.2 Aplicatii rezolvate

14.2.1 Verificare daca un punct se gaseste pe un segment

Enunt

Se dau un punct si un segment in plan. Sa se verifice daca punctul se gaseste pe segment.

Date de intrare

Fisierul punctsegment.in contine pe prima linie 6 numere naturale separate prin spatii,
respectiv: X7, Y1, Xo, Y, X3, Y3, Segmentul are capetele (Xo, Ys) si (X3, Y3).

Date de iesire

Fisierul punctsegment.out contine pe primul rand DA (daca punctul de coordonate
(X1, Y1) se gaseste pe segment) sau NU (in caz contrar).

Restrictii si precizari
o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

o Segmentul are lungimea nenula.

Exemple

punctsegment.in punctsegment.out
221133 DA
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Descrierea solutiei

Verificam mai intai daca punctul (Xi,Y)) se gaseste pe dreapta determinata de punc-
tele (Xo,Ys) si (X3,Y3). Acest lucru este necesar, dar nu suficient. Trebuie in plus
ca X; sa apartina intervalului [min(Xs, X3), max(Xs, X3)] si Y7 sa apartina intervalului
[min(Y5, Y3), max(Y2, Y3)]. Daca sunt puse ambele conditii se rezolva si cazurile particu-
lare cand dreapta suport a segmentului este paralela cu una dintre axele sistemului de
coordonate.

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("punctsegment.in");
ofstream fout(”punctsegment.out”);
int X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3;

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int punctPeSegment(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {

int d = det(xl, yi, x2, y2, x3, y3);

if (4!=0)
return 0O;

if (x1 == x3 && y1
return 1;

if (x2 == x3 && y2
return 1;

if ((x3-x1) * (x3-x2) < 0 || (y3-y1) * (y3-y2) < 0)
return 1;

else
return O;

y3)

= y3)

3

void msgAndOut (const char #*msg) {
fout<<msg;
exit(0);

3

int main() {
£in>>X1>>Y1>>X2>>Y2>>X3>>Y3;
if (punctPeSegment (X3, Y3, X2, Y2, X1, Y1))
msgAndOut ("DA\n") ;
else
msgAndOut ("NU\n") ;
return 0;
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14.2.2 Verificarea intersectiei a doua segmente

Enunt

Se dau doua segmente in plan, specificate prin coordonatele capetelor. Sa se verifice daca
au cel putin un punct comun.

Date de intrare

Fisierul intersectiesegmente.in contine pe prima linie 8 numere naturale separate
prin spatii, respectiv: Xy, Y1, Xo, s, X3, Y5, X4, Yy. Primul segment are capetele (X, Y))
Date de iesire
Fisierul intersectiesegmente.out contine pe primul rdnd DA (cand segmentele se in-
tersecteaza) sau NU (in caz contrar).
Restrictii si precizari

« Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

o Ambele segmente au lungimea nenula.

Exemple
intersectiesegmente.in intersectiesegmente.out
-1-111-111-1 DA

Descrierea solutiei

Pentru a elimina diverse cazuri particulare, putem mai intai testa urmatoarele:
e daca un punct al unui segment coincide cu un punct al celuilalt segment;
o daca un punct al unui segment se afla pe celalalt segment;

Ramaéane de tratat cazul general. Introducand coordonatele punctelor unui segment in
ecuatia dreptei determinate de celalalt segment trebuie sa obtinem semne contrare. Nu
este suficient sa facem testul doar pentru unul dintre segmente, ci pentru ambele (vezi
Figura 14.3).

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ( )
ofstream fout( )
int X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3, X4, Y4;

int d1, d2, d3, d4;
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(z1,71) (T4,Y1)

<x37 ys)

(752,?42)

Figura 14.3: Desi punctele (X7, Y7) si (Xs,Ys) introduse in ecuatia dreptei determinate
de celelalte doua puncte dau semne contrare, segmentele nu se intersecteaza, fiind
necesar ca si punctele (X3, Ys) respectiv (X4, Yy) introduse in ecuatia dreptei
determinate de (Xi, Y1) si (X2,Y2) sd dea semne contrare.

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int punctPeSegment(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {
int d = det(x1, yi, x2, y2, x3, y3);
if (4!=0)
return O;
if (x1 == x3 && y1 == y3)
return 1;
if (x2 == x3 && y2 == y3)
return 1;
if ((x3-x1) * (x3-x2) < 0 || (y3-y1) * (y3-y2) < 0)
return 1;
else
return O;

}

void msgAndOut (const char #*msg) {
fout<<msg;
exit(0);

}

int main() {

fin>>X1>>Y1>>X2>>Y2>>X3>>Y3>>X4>>Y4

if (punctPeSegment (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3)) {
msgAndOut ("DA\n") ;

}

if (punctPeSegment (X1, Y1, X2, Y2, X4, Y4)) {
msgAndOut ("DA\n") ;

}

if (punctPeSegment (X3, Y3, X4, Y4, X1, Y1)) {
msgAndOut ("DA\n") ;

}

if (punctPeSegment (X3, Y3, X4, Y4, X2, Y2)) {
msgAndOut ("DA\n") ;

}

dl = det(X3, Y3, X4, Y4, X1, Y1);
d2 = det (X3, Y3, X4, Y4, X2, Y2);
d3 = det (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);
d4 = det (X1, Y1, X2, Y2, X4, Y4);
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if (d1 * d2 < 0 && d3 * d4 < 0)
msgAndOut ("DA\n") ;

else
msgAndOut ("NU\n") ;

return O;

3

In continuare, s-ar putea formula si cerinta: care sunt coordonatele punctului de inter-
sectie al dreptelor suport pentru cele doua segmente? Pentru rezolvarea acestei cerinte
scriem mai Intai ecuatiile celor doua drepte si vom obtine:

a1z + byy + ¢; = 0, pentru dreapta determinata de punctele (X3, Y7) si (Xa, Ys)
S

asx + boy 4+ co = 0, pentru dreapta determinata de punctele (X3,Y3) si (X4, Y))

Daca o ecuatie este combinatie liniara a celeilalte (adica exista o valoare nenula k asa
incat ay = kas, by = kby si ¢; = kca), atunci cele doua drepte coincid si putem spune ca
au o infinitate de puncte in comun. Exemplu: 2x 4 3y +4 = 0 respectiv 6x 4+ 9y + 12 = 0.
Daca exista k nenul incat a; = kag, by = kby si ¢; # kcy atunci cele doua drepte nu
coincid dar sunt paralele. Exemplu: 2z + 3y + 4 = 0 respectiv 62 + 9y + 11 = 0. In
celelalte cazuri cele doua drepte au un singur punct de intersectie pe care il determinam
ca fiind solutia unica a sistemului de ecuatii:

a11}+b1y+0120
a2x+b2y+02:o

Un mod de rezolvare este prezentat in continuare. Presupunem ca inmultim prima ecuatie
cu ay si pe a doua cu —ajy.

+asa1x + asbry + agey =0
—a1a9x — a1boy — ayco =0

Adunand cele doua relatii observam ca se reduc termenii ce il contin pe x si il putem
exprima pe y:

a1C2 — Q2C
agby — aiby

De fapt doar aceasta formula ne este necesara in calcule. Observam ca numitorul nu
poate fi 0 (din relatiile de calcul pentru coeficientii a si b rezulta ca numitorul ar fi 0
doar daca cele doua drepte sunt paralele sau coincid). Pe z il putem calcula cu relatia
x = (=byy — ¢1)/a;. Cazul in care a; este 0 corespunde cazului particular ca prima
dreaptd este paraleld cu axa Ox. In acest caz il extragem pe z din a doua ecuatie (nu
pot fi simultan 0 a; si ay caci ar insemna ca dreptele sunt paralele sau coincid).
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14.2.3 Determinarea distantei de la un punct la o dreapta

Enunt

Se dau in plan, un punct si o dreapta. Sa se determine distanta de la punct la dreapta.

Date de intrare

Fisierul distantapunctdreapta.in contine pe prima linie 6 numere naturale separate
prin spatii, respectiv: Xi,Y7, X, Y5, X3,Y3. Se cere determinarea distantei de la punctul
de coordonate (X1,Y7) la dreapta care trece prin punctele de coordonate (Xs,Y3) si
(X37 }/3) .

Date de iesire

Fisierul distantapunctdreapta.out contine pe primul rand un numar real cu exact doua
zecimale exacte (fara rotunjire).

Restrictii si precizari
« Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

o Punctele care determina dreapta sunt distincte.

Exemple
distantapunctdreapta.in distantapunctdreapta.out
010010 1.00

Descrierea solutiei

Vom exprima in doua moduri aria triunghiului determinat de cele trei puncte.

[(w2—21)(ys—y1)—(z3—21) (y2—y1)|.
2 )

o prin formula dedusa la Inceputul prezentarii:
e prin arhicunoscuta formula baza x inaltimea / 2.

In cazul nostru, baza este chiar distanta dintre punctele (X, Y5) si (X3, Y3) iar indltimea
este chiar valoarea care ni se cere. Asadar obtinem rezultatul:

[(v2 — 21)(y3 — y1) — (w3 — 1) (Y2 — 1)
\/($3 — x2)% + (Y3 — y2)?

Se pastreaza valoarea absoluta a rezultatului.

Daca avem deja scrisa ecuatia dreptei la care avem de calculat distanta ca fiind: ax +
by 4+ ¢ = 0, atunci formula se mai poate scrie:

laxy + by, + ¢

Va? + b
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Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("distantapunctdreapta.in");
ofstream fout("distantapunctdreapta.out");
int X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3;

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int distantaPuncte(int X1, int Y1, int X2, int Y2) {
return (X1-X2)*(X1-X2) + (Y1-Y2)*(Y1-Y2);
+

int main() {
f£in>>X1>>Y1>>X2>>Y2>>X3>>Y3;
int a = det(X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);
if (a < 0)
a = -a;
int d = distantaPuncte(X2, Y2, X3, Y3);
double h = a/sqrt(d);
fout<<setprecision(2)<<fixed<< (int) (h*100)/100.0;
return O;

14.2.4 Determinarea distantei de la un punct la un segment

Enunt

Se dau in plan, un punct si un segment. Sa se determine distanta minima de la punctul
dat la un punct apartinand segmentului.

Date de intrare

Fisierul distantapunctsegment.in contine pe prima linie 6 numere naturale separate
prin spatii, respectiv: Xi,Y7, Xo, Y5, X3,Y3. Se cere determinarea distantei minime de
la punctul de coordonate (Xi,Y;) la un punct apartindnd segmentului cu capetele in
punctele (Xo,Y5) si (X3, Y3).

Date de iesire

Fisierul distantapunctsegment.out contine pe primul rand un numar real cu exact doua
zecimale (fara rotunjire).

Restrictii si precizari

o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.
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o Punctele care determina segmentul sunt distincte.

Exemple
distantapunctsegment.in distantapunctsegment.out
010010 1.00

Descrierea solutiei

Daca piciorul perpendicularei dusa din punct pe dreapta suport a segmentului cade chiar
pe segment, problema se reduce la cea anterioara. Altfel, distanta de la punct la segment
este egala cu distanta de la punct la unul dintre capetele segmentului.

Testam mai intai daca punctul este chiar pe segment, caz in care rezultatul este 0.
Apoi pentru a decide daca piciorul perpendicularei cade chiar pe segment facem ob-
servatia: considerand triunghiul format de cele trei puncte, piciorul perpendicularei dusa
din (X1, Y1) pe dreapta determinata de punctele (Xs, Y3) si (X3, Y3) este pe segment daca
atdt unghiul din (Xs, Y2) cat si cel din (X3, Ys) sunt mai mici sau egale cu 90 de grade
(vezi Figura 14.4).

(z1,91) (z1,91)

(2, 92) C (wsys) (22,1) (23, y3)

Figura 14.4: Piciorul perpendicularei dintr-un punct pe un segment.

Pentru a verifica daca un unghi este ascutit sau obtuz, ne putem folosi de Teorema lui
Pitagora, asa cum se observa din Figura 14.5.

Figura 14.5: Diferentierea intre unghiuri ascutite, drepte si obtuze cu ajutorul Teoremei
lui Pitagora.

Consideram cele trei triunghiuri cu o latura ca fiind diametrul desenat si cu cel de-al
treilea varf asa cum se vede in figura. Triunghiul care are al treilea varf pe cerc are acel

unghi de 90°. Suma patratelor laturilor sale (altele decit cea comuna cu diametrul) este
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egala cu patratul diametrului. Triunghiul care are al treilea varf in interiorul cercului (si
acel unghi este mai mare decat 90°) are suma patratelor laturilor (altele decat cea comuna
cu diametrul) mai mica decat patratul diametrului iar pentru triunghiul cu varful in afara
cercului (deci cu acel unghi ascutit), suma patratelor laturilor (altele decat cea comuna
cu diametrul) este mai mare decit patratul diametrului.

Asadar, pentru a testa daca unghiul este obtuz putem verifica inegalitatea (din al treilea
caz) din teorema lui Pitagora.

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("distantapunctsegment.in");
ofstream fout("distantapunctsegment.out");
int X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3;

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int distantaPuncte(int X1, int Y1, int X2, int Y2) {
return (X1-X2)*(X1-X2) + (Y1-Y2)*(Y1-Y2);
}

int punctPeSegment(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {

int d = det(x1, yi, %2, y2, x3, y3);

if (d!'=0)
return O;

if (x1 == x3 && y1
return 1;

if (x2 == x3 && y2
return 1;

if ((x3-x1) * (x3-x2) < 0 || (y3-y1) * (y3-y2) < 0)
return 1;

else
return 0O;

= y3)

y3)

}

int main() {
£in>>X1>>Y1>>X2>>Y2>>X3>>Y3;
int a = det(X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);
if (a == 0) {
if (punctPeSegment (X3, Y3, X2, Y2, X1, Y1)) {
fout<<setprecision(2)<<fixed<< 0.0;
} else {
int d1 = distantaPuncte(X1, Y1, X2, Y2);

int d2 = distantaPuncte(X1, Y1, X3, Y3);
if (d1 < d2)

fout<<setprecision(2)<<fixed<< (int) (sqrt(d1)*100)/100.0;
else

fout<<setprecision(2)<<fixed<< (int) (sqrt(d2)*100)/100.0;
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return O;
}
if (a < 0)
a = -a;
int d1 = distantaPuncte(X2, Y2, X3, Y3);
int d2 = distantaPuncte(X1, Y1, X3, Y3);
int d3 = distantaPuncte(X2, Y2, X1, Y1);
if (d2 < d1 + d3 && d3 < d1 + d2) {
double h = a/sqrt(dl);
fout<<setprecision(2)<<fixed<< (int) (h*100)/100.0;

} else {
int d1 = distantaPuncte(X1, Y1, X2, Y2);
int d2 = distantaPuncte(X1, Y1, X3, Y3);
if (d1 < d2)
fout<<setprecision(2)<<fixed<<(int) (sqrt(d1)*100)/100.0;
else
fout<<setprecision(2)<<fixed<<(int) (sqrt(d2)*100)/100.0;
}
return O;
}

14.2.5 Determinarea ariei unui poligon simplu (ale carui laturi
nu se autointersecteaza)

Enunt

Se dau coordonatele In plan pentru n puncte. Sa se afiseze valoarea ariei poligonului pe
care acestea il formeaza.

Date de intrare

Fisierul ariapoligonsimplu.in contine pe prima linie numarul de varfuri ale poligonului,
notat cu n. Pe urmatoarele n linii se gasesc cate doua numere separate printr-un spatiu,
reprezentand abscisa respectiv ordonata cate unui varf. Acestea sunt date intr-un sens
de parcurgere a laturilor poligonului.

Date de iesire

Fisierul ariapoligonsimplu.out contine pe primul rand un numpar natural, cu exact o
zecimala, reprezentand valoarea ceruta.

Restrictii si precizari
o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

o Poligonul nu este neaparat convex, dar nu se autointersecteaza.
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Exemple

ariapoligonsimplu.in ariapoligonsimplu.out
1.0

O = = O B
= =~ O O

Descrierea solutiei

Sa analizam mai intai cazul poligonului convex. Putem alege un punct in interiorul sau
(care poate fi si unul dintre varfuri) si Insumam ariile triunghiurilor formate cu acel punct
si oricare doua varfuri vecine ale poligonului (vezi Figura 14.6).

Figura 14.6: Aria unui poligon convex.

Pentru cazul general pare ci acest lucru nu mai este valabil. Insi vom vedea ci lucrurile
sunt aproape la fel de simple. Sa analizam mai intai Figura 14.7:

Y

0

Figura 14.7: Aria unui poligon convex.

Vom calcula valoarea D (cu semn) pentru urmatoarele triplete de puncte (0,1,2), (0,2,3),
(0,3,4), (0,4,5), (0,5,6), (0,6,1). Adica vom considera triunghiurile formate de punctul
0 cu fiecare latura a poligonului, dar vom pastra un sens de parcurgere (coordonatele
punctelor unui triplet se vor scrie in formuld in ordinea data). Pentru triunghiul hasurat
observam ca aria sa se aduna cu un semn in cazul scrierii lui D pentru triunghiul (0, 1,
2) si cu celalalt semn in cazul scrierii lui D pentru triunghiul (0, 2, 3). Aceasta pentru
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ca punctul 0 este de o parte a dreptei (1, 2) in sensul de orientare a sa de la 1 la 2, dar
este de cealalta parte a dreptei (2, 3) daca o privim orientata de la 2 la 3. Rationamentul
este valabil pentru toate zonele exterioare poligonului, deci valoarea ariei lor se va anula.
Pentru zonele interioare valoarea se va aduna o singura data si intotdeauna cu acelasi
semn. Asadar, rezultatul este:

|D(0,1,2) + D23+ + Don-1n) + D(O,n,l)’
2

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("ariapoligonsimplu.in");
ofstream fout("ariapoligonsimplu.out");
pair<int, int> v[DIM];

int sol;

int n, 1i;

int aria(pair<int, int> a, pair<int, int> b, pair<int, int> c) {
return (b.first-a.first) * (c.second-a.second) -
(c.first-a.first) * (b.second-a.second);

}

int main() {
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) {
fin>>v[i] .first>>v[i] .second;
}
v[0] = v[n];
for (i=0;i<n;i++) {
sol += aria(v[0], v[i], v[i+1]);
}
fout<<setprecision(1)<<fixed<<so0l/2.0;
return 0;

14.2.6 Ordonarea unor puncte date in plan dupa unghiul pe
care segmentul ce le uneste cu originea il face cu axa Ox

Enunt

Se dau puncte distincte in plan. Asociem fiecarui punct semidreapta care porneste din
originea sistemului de coordonate si trece prin acel punct. Sa se afiseze punctele in ordine
crescatoare a unghiului pe care semidreapta asociata 1l face cu semidreapta dusa catre
plus infinit, a axei Ox. Daca doua unghiuri sunt egale se va afisa punctul cel mai apropiat
de origine.
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Date de intrare

Fisierul sortareunghi.in contine pe prima linie un numar n, reprezentand numarul de
puncte. Pe urmatoarele n linii se gasesc cate doua numere separate printr-un spatiu,
reprezentand abscisa respectiv ordonata cate unui punct.

Date de iesire

Fisierul sortareunghi.out contine n linii cu cate doua numere separate prin spatiu
fiecare, reprezentand abscisa respectiv ordonata cite unui punct, in ordinea ceruta.

Restrictii si precizari
e 1 <n <100
o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.
 Unghiurile sunt in intervalul [0°, 360°).

« Punctul (0,0) nu se gaseste in fisierele de intrare.

Exemple
sortareunghi.in sortareunghi.out
3 11
11 -11
-1 -1 -1 -1
-11

Descrierea solutiei

Sa analizam Figura 14.8, in care am numerotat punctele chiar cu pozitia pe care o ocupa
in sirul final.

Figura 14.8: Sortarea unui set de puncte dupa unghi.
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Observam ca daca am scrie Do 12y si D 2,1) am obtine semne diferite. Daca sirul ar
fi sortat vom avea deci mereu acelasi semn pentru D(g;;41). Semnul lui D este deci
criteriul pe care 1l consideram la compararea a 2 puncte in functia de sortare. Apar Insa
probleme daci punctele sunt coliniare. In acest caz valoarea D este 0 si cand punctele
sunt 1n acelasi cadran, si cand sunt in cadrane diferite, deci criteriul semnului lui D nu
se mai poate aplica. Aceasta problema se rezolva considerand ca prim criteriu de sortare
cadranul in care se afla cele doua puncte de comparat. Astfel, daca X > 0siY > 0
consideram cadranul 1, pentru X < 0si Y > 0 considerdm cadranul 2, pentru X < 0 si
Y < 0 consideram cadranul 3 iar pentru X > 0si Y < 0 cadranul 4. Evident, al treilea
criteriu de sortare, ca prioritate este distanta fata de origine, conform cerintei.

O alta observatie utila pentru reducerea calculelor este ca daca unul dintre cele 3 puncte
pentru care calculdm valoarea D este originea, formula D devine: zoy; —219». In practici
sunt multe cazuri in care toate punctele de sortat sunt in acelasi cadran sau toate deasupra
axei Ozx. Este suficient ca si criteriu de comparare semnul expresiei scrise anterior.

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("sortareunghi.in");
ofstream fout("sortareunghi.out");
pair<int, int> v[103];

int n, i;

int cadran(int x, int y) {

if (x>0 && y >= 0)
return 1;

if (x >= 0 && y<0)
return 4;

if (y > 0 && x <= 0)
return 2;

return 3;

3

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int cmp(const pair<int, int> &a, const pair<int, int> &b) {
int cl1 = cadran(a.first, a.second);
int c2 = cadran(b.first, b.second);
]

if (c1 '= c2)
return cl < c2;
else {
int d = det(0, 0, a.first, a.second, b.first, b.second);
if (d '= 0)
return d > 0;
else

return a.first*a.first+a.second*a.second<b.firstxb.first+b.second*b.second;
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int main() {
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>v[i] .first>>v[i] .second;
sort(v+1l, v+n+l, cmp);
for (i=1;i<=n;i++)
fout<<v[i].first<<" "<<v[i].second<< ;
return O;

14.2.7 Tnfz‘i§urz‘itoarea convexa (cu numar maxim posibil de puncte
pe margine)
Enunt

Se dau n puncte distincte in plan. Sa se determine un poligon de arie maxima care are
varfuri dintre punctele date.

Date de intrare

Fisierul infasuratoareconvexa.in contine pe prima linie un numar n, reprezentand
numarul de puncte. Pe urmatoarele n linii se gasesc cate doua numere separate printr-un
spatiu, reprezentand abscisa respectiv ordonata cate unui punct.

Date de iesire

Fisierul infasuratoareconvexa.out contine pe prima linie un numar k, reprezentand
numarul de varfuri ale poligonului determinat. Pe urmatoarele k linii se gasesc cate doua
numere separate printr-un spatiu, reprezentand respectiv abscisa si ordonata cate unui
punct.

Restrictii si precizari
e 1 <n <100

o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

« Primul punct care se va afisa va fi cel cu ordonata minima, iar in caz de egalitate
cel cu abscisa minima.

« Punctele se vor afisa in sens trigonometric al parcurgerii lor pe infasuratoare.

Exemple

infasuratoareconvexa.in infasuratoareconvexa.out

O NN O P
NN O O

N DNOO = O
O NN O =
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Descrierea solutiei

In prima etapd determindm punctul cu valoarea Y minim4, iar dintre acestea pe acela
cu valoarea X minima. Scazand coordonatele sale din coordonatele celorlalte puncte
translatam practic originea sistemului de axe in acel punct si toate celelalte se vor afla
in cadranele 1 si 2. Ordonam apoi celelalte punctele ca in problema anterioara. Originea
precum si primul si ultimul punct din sirul ordonat vor face parte sigur din infasuratoare.
Pentru inceput initializam sirul punctelor de pe infasuratoare cu primele doua (originea
si primul punct din sirul sortat). Parcurgem restul de puncte in ordinea sortarii.

Figura 14.9: Calculul infasuratorii convexe a unei multimi de puncte.

Cu punctele parcurse deja avem construita infasuratoarea. In Figura 14.9 este repre-
zentata starea de Tnaintea analizarii punctului 6. Cu punctele de la 1 la 5 este marcata
ingrosat Infasuratoarea. Deci sirul punctelor de pe infasuratoare este 0, 1, 2, 4, 5 (punctul
3 este eliminat). La analizarea punctului 6 observam ca nu putem extinde infasuratoarea
curenta Intrucat unghiul care se formeaza intre ultimele 2 puncte din sir (4 si 5) si punc-
tul 6 este unul reflex (identificim asta prin semnul lui D pentru cele 3 puncte). Asadar,
punctul 6 face sa dispara din sir punctul 5. Pe acelasi principiu, punctul 6 face sa dispara
si punctul 4 (unghiul format cu ultimele doua puncte, acum 2 si 4 si punctul 6 este tot
reflex). Insa, unghiul format din 1,2 si 6 nu este reflex, asadar 6 nu mai elimina puncte
din sir iar la final se adauga el in sir (ultimul punct ca unghi este mereu pe infasuratoare).
O alta observatie: cum punctele 0 si 1 fac sigur parte de pe infasuratoare, mereu vor fi
in sir cel putin 2 puncte.

Sirul punctelor aflate pe parcurs pe infasuratoare se comporta asadar ca o stiva, fiecare
punct dat ajungand acolo o data (dupa ce eventual a eliminat dintre punctele puse in stiva
anterior). Timpul de rulare a codului descris mai sus este asadar de ordinul numarului
de puncte care se dau.

Pentru a obtine numar maxim de puncte de pe Infasuratoare nu vom scoate din stiva
punctul din varf atunci cdnd D este 0 (la testarea unghiului).

Ultimul lucru de care trebuie tinut cont este urmatorul: In cazul in care doud puncte sunt
coliniare cu originea n ce ordine le sortam? Observam ca ultimele puncte trebuie parcurse
in ordine descrescatoare a distantei fata de origine (pentru a raméne pe Infasuratoare
numar maxim de puncte). Singurele puncte care trebuie parcurse in ordine crescatoare
ale distantei fata de origine sunt cele care fac unghiul minim cu axa Oz (cele aflate
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pe dreapta determinata de punctele 0 si 1). Deci, ca al doilea criteriu de sortare vom
considera descrescator dupa distanta fata de origine, iar secventa de puncte de la inceput
de pe dreapta determinata de 0 si 1 o vom simetriza.

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("infasuratoareconvexa.in");
ofstream fout("infasuratoareconvexa.out");

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int cmp(const pair<int, int> &a, const pair<int, int> &b) {
int d = det(0, 0, a.first, a.second, b.first, b.second);

if (d !'= 0)
return d > 0;
else

return a.firstxa.first + a.second*a.second > b.first*b.first + b.second*b.second;

3

pair<int, int> v[103], s[103], aux;
int n, i, j, k, pminim;

int main() {
fin>>n;
pminim = O;
v[0] .first = v[0].second = INF;
for (i=1;i<=n;i++) {
fin>>v[i] .first>>v[i] .second;
if (v[i].second < v[pminim].second || ( (v[i].second == v[pminim].second)&&(v[i].first < v[pmin:
pminim = i;

}

v[0] = v[pminim];

v[pminim] = v[1];

v[1] = v[0];

for (i=1;i<=n;i++) {
v[i] .first -= v[0].first;
v[i] .second -= v[0].second;

}

sort(v+2, v+n+l, cmp);
for (j=3;j<=n;j++)

if (det(v[1].first, v[1].second, v[2].first, v[2].second, v[jl.first, v[j].second)) {
break;
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J==3

while (i<j) {
aux = vl[il;

v[i]l = v[j]l;
v[j]l = aux;
i++;
j=s
}
s[1] = v[1];
s[2] = v[2];
k = 2;

for (i=3;i<=n;i++) {
while (k>=2&&det(s[k-1].first,s[k-1].second,s[k].first,s[k].second,v[i].first, v[i].second)<0) -
k--;
}
s[++k] = v[il;
}

fout<<k<< g
for (i=1;i<=k;i++)
fout<<s[i] .first + v[0].first<<" "<<s[i].second + v[0].second<< g

return O;

14.2.8 Verificarea daca un punct este in interiorul sau pe peri-
metrul unui poligon

Enunt

Se dau coordonatele In plan pentru n puncte care determina un poligon. Se mai dau
coordonatele altor m puncte. Sa se verifice, pentru fiecare dintre cele m puncte, daca se
gaseste sau nu in interiorul (sau pe marginea) poligonului.

Date de intrare

Fisierul punctinpoligonsimplu.in contine pe prima linie doua numere separate prin
spatiu: m si m, reprezentand respectiv, numarul de varfuri ale poligonului si numarul de
puncte de testat. Pe urmatoarele n linii se gasesc cate doua numere separate printr-un
spatiu, reprezentand abscisa respectiv ordonata cate unui varf al poligonului. Acestea sunt
date Intr-un sens de parcurgere a laturilor poligonului. Pe urmatoarele m linii se gasesc
cate doua numere separate printr-un spatiu, reprezentand abscisa respectiv ordonata cate
unui punct care trebuie testat.

Date de iesire

Fisierul punctinpoligonsimplu.out contine m linii si pe fiecare dintre ele se afla mesajul
DA sau NU dupa cum punctul corespunzator este sau nu in interiorul poligonului.
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Restrictii si precizari
e 1< n,m<100

o Numerele din fisierul de intrare sunt intregi cuprinse intre -1001 si 1001.

Poligonul nu este neaparat convex, dar nu se autointersecteaza.

In primele doud teste poligonul este convex.

Exemple

punctinpoligonsimplu.in punctinpoligonsimplu.out
DA
NU

Descrierea solutiei

Daca poligonul este convex testul pentru un punct poate fi facut astfel: Calculam semnul
valorilor D pentru toate tripletele formate din punctul de testat si oricare doua puncte
vecine pe poligon (respectand mereu un sens de parcurgere). Daca se obtine intotdeauna
acelasi semn atunci punctul se afla in poligon.

Daca poligonul nu este convex, observatia cheie este urmatoarea: punctul este in poligon
daca si numai daca exista o semidreapta (de fapt orice semidreapta) cu originea in punctul
de testat care va intepa poligonul de un numar impar de ori. Astfel, testul ar avea
drept caramida testarea intersectiei a doua segmente. In functie de modul de alegere
a semidreptei, pot aparea cazuri particulare (cdnd semidreapta trece printr-un varf al
poligonului).

Sy

Figura 14.10: Intersectia unei semidrepte cu un poligon.

Observam ca o semidreapta aleasa precum S; este una potrivita. O semidreapta aleasa
precum Sy poate face sa apara cazuri particulare mai dificil de tratat. De exemplu, daca
pe ea se afla un punct ca 1, se observa ca la intalnirea lui trece din interiorul in exteriorul
poligonului, iar daca pe ea se afla un punct ca 2, va raméne in exterior (sau, dupa caz,
in interior).

Pentru problema enuntata, datele fiind mici (atdt numarul de puncte cit si coordona-
tele), este probabilitate foarte mare ca alegand aleator un punct la coordonate mai mari,
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dreapta ce se obtine unindu-l cu punctul de testat sa evite toate varfurile poligonului.
Asadar, In acest mod alegem semidreapta (generam aleator celalalt punct de pe dreapta
suport pana cand aceastd dreaptd nu trece prin niciun varf al poligonului dat).

Implementare

using namespace std;

ifstream fin ("punctinpoligonsimplu.in");
ofstream fout("punctinpoligonsimplu.out");

int det(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
return (X2-X1)*(Y3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);
}

int punctPeSegment(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3) {

int d = det(x1l, y1, x2, y2, x3, y3);

if (d!=0)
return 0O;

if (x1 == x3 && y1
return 1;

if (x2 == x3 && y2
return 1;

if ((x3-x1) * (x3-x2) < 0 || (y3-y1) * (y3-y2) < 0)
return 1;

else
return O;

y3)

= y3)

int n, m, i, j, X1, Y1, intersect, testcurent, X3, Y3, X4, Y4, di, d2, d3, d4;
pair<int, int> p[102];

int main() {
fin>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>p[i] .first>>p[i] .second;
plo] = plnl;
int X2 = 1002;
int Y2 = 0;
srand (time(0)) ;

for (j=1;j<=m;j++) {
fin>>X1>>Y1;
int ok = 0;
for (i=0;i<n;i++) {
if (punctPeSegment(p[i].first, p[i].second, p[i+1].first, p[i+1].second,
X1, Y1) {
ok = 1;
break;
¥
}
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if (ok) {
fout<< g
continue;

}

do {

X2 = 1002 + rand()%1000;
Y2 = 1002 + rand()%1000;
intersect = 0;
testcurent = 1;
for (i=0;i<n;i++) {

X3 = pl[i].first;

Y3 = p[i] .second;

X4 = pl[i+1].first;

Y4 = p[i+1].second;

dl = det (X3, Y3, X4, Y4, X1, Y1);
d2 = det (X3, Y3, X4, Y4, X2, Y2);
d3 = det (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);
d4 = det (X1, Y1, X2, Y2, X4, Y4);
if (d1 == 0 && 42 == 0) {
testcurent = 0;
break;
}
if (punctPeSegment (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3) ||
punctPeSegment (X1, Y1, X2, Y2, X4, Y4)) {
testcurent = 0;
break;
}
if (d1 * d2 < 0 && d3 * d4 < 0)
intersect++;

3

if (testcurent) {
if (intersect % 2 == 1) {
fout<< 5
} else {
fout<< 5
}
break;
}
} while (1);
}

return O;

}

14.2.9 Problema Popindai 2 (Infoarena)

Enunt

Popandaii de pe ,tarlaua vesela” au scapat de atacul vulturilor si acum trebuie sa se
adaposteasca de lupi in vizuinile lor. Aceste vizuini se pot identifica prin puncte avand
coordonate intregi in plan si sunt dispuse in colturile unui poligon convex. Pentru a fi
protejati de atacul lupilor, popandaii vor sa stabileasca un perimetru de siguranta cat
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mai mare posibil, unde se pot misca in voie. Acest perimetru va fi in forma de patrulater
si va avea varfurile situate In patru din cele /N puncte care reprezinta vizuinile.

Ajutati popandaii sa determine zona de arie maxima care satisface conditiile de mai sus!

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare popandai2.in se afla un numar intreg N, repre-
zentand numarul vizuinilor. Urmatoarele N linii contin fiecare cate doua numere in-
tregi (X;,Y;) (separate printr-un spatiu) reprezentand coordonatele celei de-a i-a vizuini.
Aceste coordonate vor fi date in ordine trigonometrica.

Date de iesire
Pe prima linie a fisierului de iesire popandai2.out va fi afisat un singur numar real cu o
zecimala exacta reprezentand aria maxima a patrulaterului cautat.
Restrictii si precizari
o 4 < Nleq1000
o 1 <X, Y; <30000

« Pentru 60% din punctaj rezolvati problema pe cazul 3 < Nleg300.

Exemple

popandai2.in popandai2.out
28.5

N WO 0 WwWwo W
S 0 O N W~k N

Descrierea solutiei

Pe scurt, problema spune asa: dat fiind un poligon convex, se cere sa determinam un
) 3 )
patrulater convex cu varfurile dintre cele ale poligonului si de arie maxima.

Solutia 1. Vom folosi 4 foruri, unul in altul, fixand in toate modurile cele 4 varfuri ale
patrulaterului. Timpul de calcul este O(n?).

Solutia 2. Observam ca daca fixam o diagonala a poligonului, de o parte si de alta a
ei se formeaza doua triunghiuri. Ne intereseaza sa maximizam aria fiecaruia dintre ele.
Intrucét ele au baza stabiliti (diagonala fixata), ramane sa alegem, pentru fiecare, celalalt
varf Incat Inaltimea sa fie cAt mai mare. Practic, avem un for de o parte a diagonalei
fixate, pentru a alege punctul care impreuna cu cele de pe diagonala maximizeaza aria
triunghiului si Inca un for , separat, pentru a face acelasi rationament de cealalta parte
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Figura 14.11: Imagine pentru datele din exemplu.

a diagonalei. Timpul total de calcul ajunge la O(n?) (avem nevoie de n* pentru a fixa
diagonala).

Solutia 3. Vom folosi ideea de la solutia anterioara, fixand o diagonala. Cu un for sta-
bilim un punct al poligonului si cu al doilea for punctul diagonal opus. Sa ne imaginam
ca suntem la o anume diagonala si, folosind rationamentul de la solutia anterioara, am
determinat si cele doua puncte care maximizeaza aria poligonului (adica aria fiecaruia
dintre triunghiurile aflate de o parte si de alta a diagonalei).

Ne gdndim acum ca trecem la urmatoarea iterare a celui de-al doilea for (adica, alegem
alta diagonala, pastrand pentru ea acelasi punct de ,inceput” ca si la anterioara, dar ca
punct de final trecem la urmatorul de pe poligon). Acum este observatia cheie: punctele
care maximizeaza ariile celor doua triunghiuri (pentru noua diagonala aleasa) sunt ,,dupa”
(In sensul de parcurgere - sa zicem trigonometric) fata de cele de la pozitia anterioara a
diagonalei. Sa analizam figura 14.12.

C C||
C' B’

A

Figura 14.12: Recalcularea ariei maxime la avansul diagonalei.
Consideram diagonala AB. De o parte a ei, maximizam aria alegand punctul C. Nu am
mai figurat ce se intampla de cealalta parte pentru ca se face un rationament similar.

Daca trecem la alta pozitie a diagonalei (pastram pe A si ne mutam cu celalalt capat in
B'), celalalt varf al triunghiului fie ramane C, fie va fi un punct de dupa el (de exemplu
("), dar in niciun caz un punct dinaintea lui (precum C”).
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Iata o justificare rapida: Intrucat C a fost cel mai departat punct de AB, segmentul
portocaliu care 1l proiecteaza pe C pe AB este mai lung decat cel portocaliu care il
proiecteaza pe C’ pe AB. Mutandu-ne cu diagonala catre C’ (adica A ramane nemodificat
si B ,merge” in B’), proiectia verde a lui C' pe AB’ va fi si ea mai mare decit cea verde
din C” pe AB’ (pentru o justificare mai riguroasa, observam ca se formeaza trapeze
dreptunghice iar proiectia din C' este tot timpul latura ,paralela” mai mare).

Asadar, mutand intr-un sens extremitatea a doua a diagonalei, pentru determinarea
varfurilor pentru care se maximizeaza ariile in cele doua triunghiuri, continuam in acelasi
sens (sau raméanem pe loc!) pornind din varfurile determinate la diagonala anterioara.

Astfel, avem nevoie de un for prin care fixam extremitatea initiala a diagonalei, iar
pentru el facem inca o parcurgere pentru a fixa cealalta extremitate a diagonalei, si
odata cu ea, si celelalte doua parcurgeri pentru a alege optim celelalte varfuri ale celor
doua triunghiuri (folosind, cum am justificat, faptul ca se continuad in acelasi sens de
parcurgere din pozitiile de la pasul anterior). Timpul de executare este O(n?).

Mai jos este o sursa pe aceasta idee.

Implementare

using namespace std;
int n, i, j, nexti, nextj, S, maxim;

int Next(int i) {
if (i < n)
return i+1;
else
return 1;

3

int aria(int X1, int Y1, int X2, int Y2, int X3, int Y3) {
int r = (X2-X1)*(¥3-Y1) - (X3-X1)*(Y2-Y1);

if (r > 0)
return r;
else

return -r;

}
pair<int, int> v[DIM];

int main () {
ifstream fin ("popandai2.in");
ofstream fout("popandai2.out");
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>v[i].x>>v[i].y;

for (int i=1;i<n;i++) {
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nexti = i;
nextj = i+1;
for (int j=i+1;j<=n;j++) {
while (nexti != j &&
aria(v[i].x, v[il.y,
aria(v[i].x, v[i]l.y,
nexti = Next(nexti);
}
while (nextj != i &&
aria(v[i].x, v[il.y,
aria(v[i].x, v[i]l.y,
nextj = Next(nextj);
}

v[j].
v[j].

v[j].
v[j].

"

vijl.y,
vlil.y,

v(ijl.y,
vljl.y,

v[nexti] .x, v[nexti].y)<=
v[Next (nexti)].x, v[Next(nexti)].y)){

v[nextj]l.x, vlnextjl.y)<=
v[Next(nextj)].x, v[Next(nextj)].y)){

S = aria(v([i].x, v[il.y, v[j].x, v[jl.y, v[nexti].x, v([nextil].y) +
aria(v[i].x, v[il.y, v[jl.x, v[jl.y, vInextj]l.x, v[nextjl.y);

if (S > maxim)
maxim = S;
}
¥

fout<<maxim/2;
if (maxim%2 == 0)
fout<< g
else
fout<< ;
return 0O;

Ca si detalii de implementare:

« Remarcam folosirea functiei Next care ne usureaza trecerea la varful urmator, avand
nevoie sa parcurgem circular si uneori fiind nevoie sa trecem de la varful n la varful

1.

« Intrucit aria este fie numir intreg fie jumatate de intreg, lucriam pe parcurs cu
dublul valorilor (evitdnd deci numerele reale), iar la final afisaim .0 sau .5 in functie

de paritatea rezultatului.

14.2.10 Baleiere

In foarte multe cazuri prin baleiere, in contextul problemelor de geometrie, intelegem
faptul ca avem o dreapta imaginara, de exemplu verticala, care traverseaza planul de la
—o00 la +o00, iar la intdlnirea diverselor elemente consideram ca apar evenimente pe care

le tratam.

Consideram urmatoarea problema:

Intersectie segmente

Se dau N segmente in plan, fiecare fiind paralel cu una dintre axele de coordonate.
Determinati numarul total de puncte de intersectie intre doua segmente.
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Date de intrare

Prima linie a fisierului is.in contine un numar NV, ce reprezinta numarul de segmente.
Fiecare din urmatoarele /V linii contin cate 4 numere, separate prin cate un spatiu: X;
Y1 Xy Ys. X siY) reprezinta abscisa respectiv ordonata unui capat al segmentului, iar
Xy si Y, abscisa respectiv ordonata celuilalt capat.

Date de iesire

Fisierul is.out contine un singur numar, pe prima linie, reprezentand valoarea ceruta.

Restrictii si precizari
« 1 <N <100000
e 0< X4, Y, X0, Y, <300000
e Oricare doua puncte date sunt distincte.

« Nu exista capete ale vreunui segment aflate pe alt segment.

Exemple

is.in is.out

0 15

Descrierea solutiei

O prima varianta de rezolvare este sa analizam segmentele , fiecare cu fiecare” si, atunci
cand Intalnim un segment orizontal testat cu unul vertical, verificam daca se intersecteaza
(cu timp de calcul de ordin constant). Aceastd solutie are insa timp de calcul O(n?) si
nu se va incadra in timp pentru seturile de date mari.

Sa vedem acum o solutie mai buna.

Pentru fiecare punct care apare ca si capat al vreunui segment retinem segmentul pe care
apare si tipul acestui segment (orizontal sau vertical). Sortam aceste puncte crescator
dupa = (pe implementarea de mai jos, am introdus punctele intr-o structura set , care le
clasifica dupa x).

Analizam punctele n ordine crescatoare a abscisei lor.
Cand Intalnim un punct care se afla pe un segment vertical, ne imaginam lucrurile astfel:

 segmentul corespunzator punctului este dreapta verticala de baleiere (care se misca
de la stanga la dreapta, intrucit punctele sunt sortate crescator dupa z);

e 1n acest moment sunt unele segmente orizontale la care li s-a intalnit anterior doar
capatul stang;

218



« trebuie sa vedem care dintre aceste segmente orizontale sunt intersectate de seg-
mentul nostru vertical;

Avem trei tipuri de evenimente:

1. Intalnim capétul stang al unui segment orizontal. In acest moment, intr-un vector
de frecventa F', marim cu 1 pe pozitia valorii y a segmentului orizontal (semnificatie:
incepe un segment orizontal, cele verticale intalnite pana la capatul sau drept se
poate sa il intersecteze).

2. Intalnim capitul drept al unui segment orizontal. In acest moment, intr-un vector
de frecventa F, scadem cu 1 pe pozitia valorii y a segmentului orizontal (semnifi-
catie: se termina un segment orizontal, deci cele verticale ce vor mai aparea nu il
mai pot intersecta).

3. Intalnim un segment vertical. Practic, acum trebuie si vedem care este suma valo-
rilor din F" aflate intre indicii dati de valorile y ale celor doua capete ale segmentului
vertical.

Urmadtorul pas este sd observam ca operatiile pe vectorul /' le putem simula pe un arbore
de intervale (sau chiar arbore indexat binar).

Astfel, daca intalnim un punct (z,y) capat stang al unui segment orizontal (evenimentul
1 de mai sus), facem update in AINT la pozitia y (marim cu 1).

Daca intdlnim un punct (z,y) capat drept al unui segment orizontal (evenimentul 2 de
mai sus), facem update in AINT la pozitia y (scadem cu 1).

Daca intalnim un punct (z1,y;) care se afla pe un segment vertical ce are al doilea punct
in (z1,y2), este suficient sa facem query de suma in AINT pentru intervalul (yi,ys).
Asa cum spuneam, asta contorizeaza segmentele ,Incepute” si ,neterminate” (deci cu z
de inceput in stanga x-ului curent si cu « de final In dreapta z-ului curent - Intrucat,
noi stim ca analizam punctele crescator dupa z), si care au y cuprins intre valorile y
ale capetelor segmentului vertical. Valoarea obtinuta este chiar numarul de segmente
intersectate de cel curent.

In sursa de mai jos remarcam si un detaliu de implementare care usureaza lucrurile:
pentru segmentele verticale luam in calcul doar unul dintre puncte ca generator de eve-
nimente.

Am putut folosi arborele de intervale intrucét valorile y sunt relativ mici (cel mult 300 000,
deci pot reprezenta indicii elementelor unui vector). Daca valorile erau mai mari, intrucét
numarul lor este relativ mic (cel mult 100000), am fi putut folosi arborele de intervale
dupa ce procedam in prealabil la o normalizare.

Timpul de calcul este de ordin O(nlogn) (avem pe de o parte sortarea cu aceasta com-
plexitate, apoi, la fiecare punct intalnit facem o operatie In arborele de intervale, avand
si ea timp de calcul de ordin logaritmic).

Implementare
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using namespace std;

ifstream fin ("is.in");
ofstream fout("is.out");

struct segment {
int x1;
int yi;
int x2;
int y2;

int getType() {
if (y1 == y2)
return 1;
else
return 2;

}
};

set <pair <int, int> > s;

segment v[DIM];
int A[DIM*3%4%2];
int n, N, sol;

void update(int nod, int st, int dr, int poz, int val) {
if (st == dr) {
A[nod]+=val;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (poz <= mid)
update(2*nod, st, mid, poz, val);
if (poz > mid)
update (2*nod+1, mid+1l, dr, poz, val);
A[nod] = A[2*nod] + A[2*nod+1];
}
}

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a <= st && dr <= b) {
sol += A[nod];
} else {
int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
query(2*nod, st, mid, a, b);
if (b > mid)
query(2*nod + 1, mid+1, dr, a, b);

}
}

int main () {
fin>>n;
for (int i=1;i<=n;i++) {
fin>>v[i] .x1>>v[i] .y1>>v[i] .x2>>v[i] .y2;
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if (v[i].x1 == v[i].x2) {
if (v[il.y1 > v[i].y2)
swap(v[i].y1, v[i].y2);
s.insert (make_pair(v[il.x1, i));
N = max(N, v[i].y1);
N = max(N, v[i].y2);
} else {
if (v[il.x1 > v[i].x2)
swap(v[i].x1, v[i].x2);
s.insert (make_pair(v[il.x1, 1i));
s.insert (make_pair(v[i].x2, i));
N = max(N, v[i].y1);
N = max(N, v[i].y2);

}

}

for (set<pair<int, int> >::iterator it = s.begin(); it != s.end(); it++) {
int x = it->first;
int i = it->second;

if (v[i].getType() == 2) {
query(1, 0, N, v[il.y1, v[il.y2);
} else {
if (v[i].x1 == x)
update(l, 0, N, v[il.y1, 1);
else
update(l, 0, N, v[i]l.y1, -1);
}
}
fout<<sol;
return O;

}

14.3 Bibliografie

Aria, URL: https://www.infoarena.ro/problema/aria.

Graham scan, URL: https://en.wikipedia.org/wiki/Graham_scan.

[3]  Computational Geometry - Algorithms for Geometry, URL: https://www.geeksforgeeks.
org/what-is-computational-geometry-and-how-is-it-applied-in-solving-
geometric-problems/.

==

221


https://www.infoarena.ro/problema/aria
https://en.wikipedia.org/wiki/Graham_scan
https://www.geeksforgeeks.org/what-is-computational-geometry-and-how-is-it-applied-in-solving-geometric-problems/
https://www.geeksforgeeks.org/what-is-computational-geometry-and-how-is-it-applied-in-solving-geometric-problems/
https://www.geeksforgeeks.org/what-is-computational-geometry-and-how-is-it-applied-in-solving-geometric-problems/










	Cuvânt înainte
	I Structuri de date arborescente
	Arbori indexați binar
	Arbori indexați binar unidimensionali - AIB 1D
	Arbori indexați binar bidimensionali - AIB 2D
	Probleme
	Problema Inv
	Căutare binară pe arbori indexați binar. Problema aib

	Utilizarea AIB în probleme cu arbori
	Probleme propuse
	Bibliografie

	Arbori de intervale
	Problema inițială
	Operația de actualizare a unui element

	Operația de interogare
	Folosirea arborilor de intervale atunci când avem update pe un interval cu mai mult de un element (tehnica „lazy update”)
	Folosirea arborilor de intervale pentru operații mai complexe
	Probleme propuse
	Bibliografie

	Determinarea celui mai apropiat strămoș comun a două noduri dintr-un arbore
	Tehnici de determinare a LCA
	Metoda de căutare simplă (naivă)
	Metoda preprocesării și a interogării rapide
	Algoritmul Tarjan's offline LCA

	Probleme
	Problema binary_tree (pbinfo)
	Problema Triplet Min Sum (csacademy)

	Bibliografie

	Range minimum query (RMQ)
	Prezentarea problemei
	RMQ 2D
	RMQ 2D cu interogări pe dreptunghiuri
	Probleme propuse
	Bibliografie


	II Tehnici de programare
	Tehnica Two Pointers
	Introducere
	Aplicații
	Problema Subarray Sums
	Problema Sum of Two Values
	Problema Nane
	Problema JJOOII

	Probleme propuse
	Bibliografie

	Tehnica „Meet in the middle”
	Introducere
	Aplicații
	Problema MITM
	Problema Triplete
	Problema Maximum Subsequence
	Problema Prime Gift

	Probleme propuse
	Bibliografie

	Square root decomposition
	Introducere
	Aplicații
	Problema Sume
	Problema aib
	Problema kth
	Problema Toorcmmdc
	Problema Mayonaka

	Probleme propuse
	Bibliografie

	Algoritmul lui Mo
	Introducere
	Algoritm
	Aplicații
	Problema Sumcnt
	Problema D-Query
	Problema Kriti and her birthday gift
	Problema Substrings count
	Problema Sherlock and inversions
	Problema Calafat

	Probleme propuse
	Bibliografie

	Recurențe liniare și exponențierea matricilor
	Aplicații
	Problema Fibonacci
	Problema Șir recurent
	Problema Recurență cu constantă
	Problema Recurență indirectă pe șiruri liniare

	Probleme propuse


	III Algoritmi pe grafuri
	Puncte de articulație, punți și componente biconexe
	Definiții
	Descompunerea unui graf în componente biconexe
	Reprezentarea informațiilor

	Exerciții propuse
	Aplicații
	Problema Pământ (ONI 2011, clasele XI-XII)
	Problema Police Query (Croatian Olympiad in Informatics 2006)

	Probleme propuse
	Bibliografie

	Algoritmul lui Dial
	Algoritmul lui Dijkstra
	Algoritmul lui Dial de determinare a distanțelor minime
	Aplicație: Problema TollRoads


	IV Algoritmi pe șiruri de caractere
	Căutări în șiruri de caractere. Algoritmul Rabin-Karp
	Terminologie
	Algoritmul naiv
	Toate caracterele din șablon sunt diferite
	Unul dintre șirurile S și P este generat aleatoriu
	m are valoare apropiată de n

	Funcții hash
	Căutarea cu funcții hash
	Funcții rolling hash
	Algoritmul Rabin-Karp
	Bibliografie

	Căutări cu automate finite. Algoritmul Knuth-Morris-Pratt
	Terminologie
	Automate finite
	Alte exemple de automate

	Automate pentru recunoașterea de subșiruri
	Algoritmul de căutare cu automate finite
	Algoritmul Knuth-Morris-Pratt
	Analiza complexității

	Bibliografie


	V Geometrie
	Elemente de geometrie computațională
	Introducere
	Determinarea distanței dintre două puncte din plan
	Verificarea coliniarității a trei puncte. Aria unui triunghi determinat de trei puncte în plan
	Ecuația dreptei în plan

	Aplicații rezolvate
	Verificare dacă un punct se găsește pe un segment
	Verificarea intersecției a două segmente
	Determinarea distanței de la un punct la o dreaptă
	Determinarea distanței de la un punct la un segment
	Determinarea ariei unui poligon simplu (ale cărui laturi nu se autointersectează)
	Ordonarea unor puncte date în plan după unghiul pe care segmentul ce le unește cu originea îl face cu axa Ox
	Înfășurătoarea convexă (cu număr maxim posibil de puncte pe margine)
	Verificarea dacă un punct este în interiorul sau pe perimetrul unui poligon
	Problema Popândăi 2 (Infoarena)
	Baleiere

	Bibliografie



